Google 



This is a digitai copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a project 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjcct 

to copyright or whose legai copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the originai volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with librarìes to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-C ommercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commerci al purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do noi send aulomated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legai Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legai. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is stili in copyright varies from country to country, and we cani offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of this book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



Informazioni su questo libro 



Si tratta della copia digitale di un libro che per generazioni è stato conservata negli scaffali di una biblioteca prima di essere digitalizzato da Google 

nell'ambito del progetto volto a rendere disponibili online i libri di tutto il mondo. 

Ha sopravvissuto abbastanza per non essere piti protetto dai diritti di copyriglit e diventare di pubblico dominio. Un libro di pubblico dominio è 

un libro clie non è mai stato protetto dal copyriglit o i cui termini legali di copyright sono scaduti. La classificazione di un libro come di pubblico 

dominio può variare da paese a paese. I libri di pubblico dominio sono l'anello di congiunzione con il passato, rappresentano un patrimonio storico, 

culturale e di conoscenza spesso difficile da scoprire. 

Commenti, note e altre annotazioni a margine presenti nel volume originale compariranno in questo file, come testimonianza del lungo viaggio 

percorso dal libro, dall'editore originale alla biblioteca, per giungere fino a te. 

Linee guide per l'utilizzo 

Google è orgoglioso di essere il partner delle biblioteche per digitalizzare i materiali di pubblico dominio e renderli universalmente disponibili. 
I libri di pubblico dominio appartengono al pubblico e noi ne siamo solamente i custodi. Tuttavia questo lavoro è oneroso, pertanto, per poter 
continuare ad offrire questo servizio abbiamo preso alcune iniziative per impedire l'utilizzo illecito da parte di soggetti commerciali, compresa 
l'imposizione di restrizioni sull'invio di query automatizzate. 
Inoltre ti chiediamo di: 

+ Non fare un uso commerciale di questi file Abbiamo concepito Googìc Ricerca Liba per l'uso da parte dei singoli utenti privati e ti chiediamo 
di utilizzare questi file per uso personale e non a fini commerciali. 

+ Non inviare query auiomaiizzaie Non inviare a Google query automatizzate di alcun tipo. Se stai effettuando delle ricerche nel campo della 
traduzione automatica, del riconoscimento ottico dei caratteri (OCR) o in altri campi dove necessiti di utilizzare grandi quantità di testo, ti 
invitiamo a contattarci. Incoraggiamo l'uso dei materiali di pubblico dominio per questi scopi e potremmo esserti di aiuto. 

+ Conserva la filigrana La "filigrana" (watermark) di Google che compare in ciascun file è essenziale per informare gli utenti su questo progetto 
e aiutarli a trovare materiali aggiuntivi tramite Google Ricerca Libri. Non rimuoverla. 

+ Fanne un uso legale Indipendentemente dall'udlizzo che ne farai, ricordati che è tua responsabilità accertati di fame un uso l^ale. Non 
dare per scontato che, poiché un libro è di pubblico dominio per gli utenti degli Stati Uniti, sia di pubblico dominio anche per gli utenti di 
altri paesi. I criteri che stabiliscono se un libro è protetto da copyright variano da Paese a Paese e non possiamo offrire indicazioni se un 
determinato uso del libro è consentito. Non dare per scontato che poiché un libro compare in Google Ricerca Libri ciò significhi che può 
essere utilizzato in qualsiasi modo e in qualsiasi Paese del mondo. Le sanzioni per le violazioni del copyright possono essere molto severe. 

Informazioni su Google Ricerca Libri 

La missione di Google è oiganizzare le informazioni a livello mondiale e renderle universalmente accessibili e finibili. Google Ricerca Libri aiuta 
i lettori a scoprire i libri di tutto il mondo e consente ad autori ed edito ri di raggiungere un pubblico più ampio. Puoi effettuare una ricerca sul Web 
nell'intero testo di questo libro da lhttp: //books. google, comi 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Freservation Office 

Storage Number: 



ACV2887 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 09/12/88 R/DT 09/12/88 CC STATmmE/Ll 

035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B38612 

035/2: : ja (CaOTULAS)160648381 

040: : | a MiU | e MiU 

100:1 : I a Aschieri, Ferdinando, | d 1844- 

245:00: | a Geometria projettiva di Ferdinando Aschieri. 

260: : | a Milano, IbU. Hoepli, |cl886. 

300/1: : |aiv p., 1 L.,190p., 1 L., | b 2 fold. pi., diagrs. |cl6cm. 

490/1:0: | a Manuali Hoepli, |v63 

650/1:0: | a Geometry, Projective 

998: : |cRSH |s9124 



Scanned by Imagenes Dìgitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Freservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: „ 



Hosted by 



Google 



Hosted by 



Google 



Hosted by 



Google 



MANDALI HOEPLI 



GEOMETRIA PROIETTIVA 



FERDINANDO ASCHimi 

Professore nella Regia Università dì Pavia 




DLRICO HOEPLI 

KDITORE-LIBRAIU 

MILANO 

,1 PISA. 



Hosted by 



Google 



Hosted by 



Google 



AMOME iJEL l'Autore I 

. Introdnziooe 

, Operazioni Aellì. (Teomelria Projtlliva 
Forme fondamentali di !■ e 2» speiie 

. Forma fondameli tale di 3» Bpecie, prin- 
cipi di Dualità e delle figuie corre 

. Forme fondamentali di 1' e 2" specie 
projeltiie Forme prospettive iormt 
omologici) e 

'. Omologia armonica Affinila Similitu 
dine Siinmeiria 

;, Condizioni di omologia e di prospetti 
vita dei sistemi piani Conduioni di 
projettività di dne forme fondaracn 
tali di 1' specie 

. Forme armoniche 

I. Dmsione di on seynento di retta in 
parti cgnali Determinazione della pò 
sizione degli elementi di una forma 
fondamentale di 1' «pecie Condizioni 
per la determinazione della corrispon- 
denza in due forme fondamentali di 
1* ipecie projeftue Costruzioni di tali 
firme appartenenti al piano 



Hosted by 



Google 



Indice. 



5 9, Fco-me fondamentali (il 1' specie m in 

> oluzione P 

■ IO. KtlazLoni raetnehe della projeltmtà e 

deìla mioluzione delle forme finda- 

inentali di I" specie 
» 1 1. Rapporti anarmonici 
» 12. Forme projetlne Proprietà projcttne 

del cerchio 
> 13. Poligoni inscritti e circoscritti al cenhio 

■ 14, Sialema polare di un eerchio 

• 15. Forme elementari di 2° oidine del piano 

o della slMla 

■ 16. Poligoni inscritti e circostrilli alk co 

■ 17. Sistema polare rispetto ad una ionica 

■ 18. Forme elementan di 2° ordine delio spa 

aio Quadriche gobbe 

• 19. Fopnie fondamentali di 2" ■sfiecie reti 

proclie Costruzioni e teoremi relativi 
alle forme fondamentali di 2» specie 
proiettive e reciproclie 

• 20. Eleinenli uniti nelle torme fondameli! ih 

di 2'| specie projeltive sovrapposte 
Formo proje'tiie in involuzione 
» 21. Costruzione degli elementi uniti nelle 
forme elementari projetfne sovrappo 
sit Pioblemi di 2 grado 



Hosted by 



Google 



PRKt'A/iONK 



In queste nozioni elementari di Geomeirìa 
Proiettiva ci siamo principalmente proposti di 
svolgere quegli argomenti oho erano indicati 
nei programmi degli Istituti Tecnici. 

Vi si trovano di più svolti i principi dell'Omo- 
grafia e della Reciprocità per Is forme fonda- 
mentali di 2' specie per quanto occorre nello 
nozioni elementari di Goomefria Descrittiva che 
formeranno oggetto di un prossimo Manuale, 



Hosted by 



Google 



Hosted by 



Google 



GEOMETRIA PROJETTIVA 



§ 1. Introduzione. 

1. Y UT figura intendiamo un complesso qua- 
lunque di punti di rette e di piani, concependo 
le rotto e i piani indefinitamente estesi. 

I punti, le rette e i piani sono cosi gli ele- 
menti delle figure. Indicheremo costantemente 
con lettere italiche maiuscole i punti, colle mi- 
nuscola le rette e colle lettere greche minuscole 
i piani, supposti sempre le rette e i piani indefi- 
nitamente estesi. S'indicherà quindi con AB Va. 
retta che unisce il punto À col punto B; con 
■; p la retta intersezione del piano a con P; con 
ABCW piano condotto per i tre punti A,B,C\ 
3on a p y il punto comune ai tre piani a, S, 7; 
con tu m il punto comune al piano w ed alla 
retta m; con Om il piano del punto e della 
retta m; con «p.u il punto comune alla retta 
a p e al piano w . . . e cosi via. 

L'eguaglianze ABC ^1, apy = 0.,. esprime- 
ranno che con a viene indicato il piano AlBC, 
con il punto a^f ... e così via. 
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2. Si ammette l'Assioma Euolideo sulle pa- 
rallele, ammettiamo cioè: 

Dati m un piano una reità ni ed un punto 
fuori di essa {[Ig. 1) fra le inflmte rette g del 
piano passanti per havvene una ed una sola 
che non sega la m; e tal retta è quella che di- 
cesi la PARALLELA EUCLIDEA m' poìidotta per 
ad m. (') 




Perchè poi, a misura che la retta g rotando 
ictoroo ad si accosta ad acquistare la posi- 
zione detta parallela m', il punto M = gm ove g 
sega m si allontana indefinitamento da qualun- 
que punto N assegnato su m, cosi noi diremo 
che m' sega la m nel suo punto all'infinito. In 
tal modo due rette in un piano si tagliano sem- 
pre in un punto il quale è all'infinito quando le 
due rotte sono parallele. 

3. Dall'Assioma Euclideo esposto deriva su- 
bito che per un punto preso fuori di un piano 



(■) L» 1 



lè quella che i 
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(" non si può condurre che uno ed un solo piano 
u' che non seghi <■> (Rg. 2). Per ragioni analoghe 
a quelle ora dette per la retta, diremo che il 
piano (./ PARALLELO ad w sega u> nella sua retta 
all'infinito. Segue quindi che due piani si se- 
gano sempre secondo una retta, la quale è al- 
l'infinito quando i due piani sono paralleli. Ana- 
logamente poi una retta ed uq piano hanno sem- 
pre un punto in comune, ii quale è all'infinito 
se la retta è parallela al piano 



Fig. 3. 

4. Riassumendo è quindi a ritenersi: 

Ogni retta ha un punto all'infinito, che le è 
eomìme con tutte le rette ad essa parallele. Ogni 
piano ha utia retta alP infinito che le è comune 
con tutti i piani ad esso paralleli. Tre piani 
non passanti per una stessa retta si segano 
sempre in un punto, il quale è all'infinito se i 
piani sono paralleli ad una slessa retta. 

5. La retta all'infinito di un piano è costi- 
tuita dai punti all'infinito delie varie rette del 
piano atesso;' e se due piani a, p si segano in 
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una retta s p al finito, le rette all' infinito dei 
piani si segano nel punto all'infinito della loro 
intersezione ce p. Segue da ciò che le rette al- 
l'infìnito dei vari piani, sulle quali sodo anche 
distribuiti i vari punti all'infinito, sono a conce- 
pirsi come rette che a due a due si segano 
senza tutte passare per lo stesso punto, onde le 
rette all'infinito sono a ritenersi in un piano- 
In altri termini: 

GH elementi (punti, rette) all'infinito formano 
una superficie piana. 

Per amore di chiarezza poi si ritenga che 
quando noi alludiamo senz'altro ad un punto, ad 
una retta o ad un piano, s'intenderà che gli ele- 
menti allusi sono essenzialmente al finito ; e 
avremo riguardo di aggiungere elemento all'in- 
finito quando si voglia essenzialmente conside- 
rare un pnnto, una retta, oppure il piano all'in- 
finito. Un punto all'infinito poi verrà dato me- 
fliante una retta, della quale esso ne sarà il 
punto all'infinito; una retta all'infinito verrà data 
come retta all'infinito di un éaio piano. 



§ 2. Operazioni della Geometria Proiettiva. 
Forme fondamentali di 1= e 2' specie. 

1 . In questi elementi dì Geometria ProjeiUva 
di Posizione intendiamo di svolgere i principi 
delle trasformazioni lineari; cioè il Principio 
delle figure proiettive od Omografiche ; ed il 
Principio delle figure reciproche, dando anche 
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le applicazioni più semplici di tali principi allo 
studio e generazione di alcune figure elementari. 
Per giungere ailo scopo ci serviamo di alcune 
speciali eostruzioni, le quali per ciò che precede 
e pegli assiomi della geometria elementare, sono 
sempre possibili. Tali costruzioni sono denomi- 
nate le operazioni della Geometria ProjetUva e 
sono le E 



/K 



a) Pbojkzionb da us centro, 
Projsttare da un cenlro fisso un punto qua- 
lunque M vuol dire coslroire la retta M che 
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dieesi raggio progettante (fig, 3). Una retta qua- 
lunque condotta per il eentro di projezione è 
dunque un raggio projettante i vari suoi punti. 
Progettare una rotta m dal centro vu&l dire- 
projettame i vari punti, con che si viene a co- 
struire il piano m che dicesi piano projettante. 
Od piano qualunque condotto per è quindi il 
piano projettante lo varie sue rette. 

Projettando adunque da un centro una figura 
composta di punti e di rette si ottiene una figura 
composta di raggi e 
di piani passanti per 
uno stesso punto 0. 
Una tal figura dicesi 
STELLA di raggi e di 
piani. Una Stella non 
è altro adunque che 
un numero qualun- 
que ed anche la to- 
talità di rette e di 
piani passanti per un 
punto fisso che di- 
eesi centro della 
stella. 

Elementi della 
stella sono dunque 
rette e piani. 
2. bj Sezione con dn piano. 
Tagliare con un piano fisso o> una retta qua- 
lunque m, significa trovare il punto usm = S co- 
mune alla retta e al piano (fig. 4); e tal punto 
dicesi la traccia S della retta m sul piano id. 
Tagliare con io un piano qualunque o (fig. SJ si- 
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gniflea tagliare io varie rette di ir; costruire cioè 
l'intersezione <i)o = s di la con a', la retta s è a. 
dirsi la traccia di ir su &> ed è il luogo delle 
traccie su <o delle varie rette di ». 

Tagliando adunque con un piano fìsso w una 
figura composta di un numero qualunque di rette 
e di piani si ottiene uoa figura piana composta 
di punti e dì rette; una tal flgura è a dirsi s«- 
stema piano, e diremo poi più particolarmente 
piano rigato e punteggiato la totalità delle rette 




e dei punti di un piano. Le rette e i punti sono 
dunque gli elementi del piano rigato e punteg- 
giato od anctie di un sistema piano. La stella di 
raggi e di piani, il piano rigato e punteggiato 
in particolare un sistema piano, saranno deno- 
minati Forme fondamentali di 3' specie. 
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3, Projettare da un centro sopra un pia- 
no u>, sigoiflca projettare da e poscia tagliare 
con 0), La figura che cosi si ottiene su io dicesi 
l'Immagine o projesione della figura data che 
dieeai objettiva; ed il piano w viene chiamato 
quadro o piano di projeaione o piano iconico 
(fig. S). Ogni punto della figura objettiva ha per 
immagine un punto; ogni retta m una retta m', 
che è il luogo delle immagini o projezioni di 
tutti i punti delta retta stessa objettiva. 

I punti e le retto del quadro hanno per pro- 
jezioni sé medesimi. 

4, e) Projezioke da un asse. 

Projettare da un asse s un punto qualunque 
M significa costruire il piano « M. Projettare dal- 
l' asse s una retta m che tagli l'asse significa 
projettare da s un punto qualunque della retta 
m, cioè eostruire il piano sm delle due rette s, 
m. Projettando da un asse s ^ OOi (fig. 6) vari 
punti Aa, B«, Co, Do si ottengono tanti piani pas- 
santi per una stessa retta s. Dna tal figura di- 
cesi fascio di piani; ed s è detto appunto l'osse 
del fascio di piani. Con fascio di piani intendia- 
mo adunque un numero qualunque od anche la 
totalità dei piani passanti per una stessa retta. 

I piani sono quindi gli elementi del fascio di 
piani. 

5, d) Sezione con una hbtta. 

Tagliare con una retta fissa a un piano qua- 
lunque in, significa trovare l'intersezione s y-. Ta- 
gliare con s una retta i che si trovi in uno stesso 
piano con s, significa tagliare con s un piano 
passante per i, cioè trovare il punlo st ove si 
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tagliano le rette a, t. Tagliando con t una fi- 
gura composta di vari piani OOi.Ao, OOi.Bo, 




OOi.Co, OOi.Do... si ottiene una Agora com- 
posta di punti A, H, C, D... di una stessa 
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retta /. Tale figura dicesi punteggiata. La pun- 
tegg-iata è dunque una figura composta di un 
numero qualunque od anche delia totalità dei 
punti di una stessa rotta. 

I punti sono dunque gli elementi della pun- 
teggiata. 

6. Progettando da un centro (fìg. 7) una 
punteggiata A, B, C, D (oppure tagliando con un 
piano un fascio di piani) si ottiene una figura 
composta di tante rette che passano per uno 
stesso punto e giaciono in uno stosso piano m. 
Tal figura dicesi fascio di raggi. è il centro 
del fascio. Il fascio di raggi è dunque una figura 
composta di un numero qualunque od anche 
della totalità delle rette che giacendo in uno 
stesso piano possano per un punto fisso di 
esso. Le rette ossia i raggi sono dunque gii eie- 
menti del fascio di raggi. Il fascio di raggi, il 
fascio di piani, e la punteggiata le chiameremo 
col nome comune di Forme fondamentali ài 1' 
specie. 

Risulta quindi dalle definizioni poste: 

Colle operazioni della Geometria proiettiva si 
passa da una forma fondamentale di P e B' 
specie ad una forma della medesima specie, in 
modo che da un elemento dell'una forma si 
passa ad un unico e DETEHiasATo elemento del- 
l' altra. 

É bene poi notare che, allo scopo di passare 
da una forma fondamentale ad un' altra della 
stessa specie, tutte quattro le operazioni della 
Geometria projettiva possono essere applicate 
alle forme fondamentali di 1' specie; mentre che 
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le solo due operazioni della projazione da ud 
centro e della sezione con un piano sono appli- 




cabili alle forme fondamentali di 2° specie. Cosi 
una punteggiata può essere projettata da un 
centro fuori di essa o da un asse con che sì ot- 
tiene rispettivamente un fascio di raggi od un 
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fascio di piani. Un sistema piano invece Don può 
esaere projettato die da un contro fuori del suo 
piano ; eoa che si ottiene una stella dì raggi e 
di piani; ed una stella non può essere tagliata 
ohe da un piano con ohe si ottiene un sistema 
piano. 



§ l. Forma fondamentale di 3^ specie. 
Principio di Dualità o delle Figure correlative. 

1. Chiameremo forma fondamentale di 3' 
specie od anche spazio ordinario, oppure per 
brevità Spazio semplicemente, la figura compo- 
sta di un numero qualunque di punti e di piani; 
od anche detla totalità dei punti e dei piani che 
dobbiamo sempre concepire indefinitamente estesi. 

Per le definizioni poste, la forma fondamentale 
di 3' specie e le forme fondamentali di 2" specie 
possiamo concepirle generate da un elemento va- 
riabile di esse di natura differente, e si hanno 
quindi anche due modi differenti di generazione 
per le figure in esse contenute. 

Cosi lo spazio possiamo concepirlo generato 
dai punto o dal piano. 

Nella prima generazione il piano si presenta 
come complesso dei suoi punti; e la retta pure 
come complesso dei suoi punti, dei punti co- 
muni a due piani. In tal caso la retta dicesi 
più propriamente raggio. Nel 2° modo di costi- 
tuzione dello spazio ogni punto è determinato 
come intersezione, o come si suol dire, come m- 
dei piani che passano por esso; ogni 
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retta è determinata come intersezione, o come 
si suol dire, come mmbippo dei piani che pas- 
sano per due dei punti della retta. In tal caso la 
retta dicesi appunto più propriameote asse. 

2. La stella può essere generata da un rag- 
gio da un piano mobile di essa. Nel primo 
caso ogni piano della stella si presenta come' 
complesso dei raggi giacenti in esso ed ogni 
raggio nel 2." caso si presenta come inviluppo 
dei piani che passano per esso. Finalmente il 
punto e la retta possono generare il piano ri- 
gato e punteggiato. Nel primo caso la retta 
del piano si presenta come complesso dei suoi 
punti, cioè come raggio; nel secondo caso ogni 
punto del piano si presenta come centro di un 
fìiscio di raggio, o come si suol dire, come in- 
viluppo di raggi. 

Segue naturalmente che collo scambio dei due 
elementi generatori di una stessa forma per modo 
che due elementi generatori, di cui l'uno giac- 
cia nell'altro, vengono scambiati in altri due 
elementi generatori pure tali che l'uno giaccia 
nell'altro, possiamo in ciascuna delle forme' fon- 
damentali in discorso porre un principio Ó4 cor- 
rispondenza o di trasformazione che chiameremo 
Principio di Dualità o delle figure correlative, 
dicendo correlative due ligure o proposizioni che 
nascono l'una dall'altra collo scambio fra loro, 
nel modo detto ora, degli elementi generatori 
della forma considerata. 

Nello spazio adunque ad una figura o propo- 
sizione ne corrisponderà un alixa sostituendo ad 
ogni punto e ad ogni piano della data rispetti- 
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vamento un piano ed un punto, per modo che 
ad un punto giacente in un piano nella flgura o 
proposizione data, corrisponda rispettivamente 
nella flgura derivata un piano ed un punto gia- 
cente nel piano cosicché ad una retta punteg- 
giata corrisponderà una retta come inviluppo di 
piani. 

3. Nello spazio sono adunque fra loro cor- 
relative le seguenti coppie di figure e preposi- 
zioni : 



Due punti determina- 
no una retta come loro 
congiungente. 

Tre punti non in li- 
nea retta determinano 
un piano che li con- 
tiene. 

Un punto ed una ret- 
ta non passante pel 
punto determinano un 
piano ohe li contiene. 

Se quante si vogliano 
rette a due a due si ta- 
gliano senza passare 
tutte per uno stesso 
punto allora tali rette 
sono in un piano. 

Dicesi poliedro com- 
pleto la figura compo- 
sta di un numero qua- 
lunque n di piani (fac- 



Duo piani determina- 
no una retta come loro 
intersezione. 

Tre piani non passan- 
ti per una stessa retta 
determinano un punto 
come loro intersezione. 

Un piano ed una retta 
fuori di esso determi- 
nano un punto come 
loro comune interse- 
zione. 

Se quante si vogliano 
rette sono a due a due 
in un piano senza es- 
sere tutte nello stesso 
piano, allora tali rette 
passano per uno stesso 
punto. 

Dieesi poligono gob- 
bo completo la flgura 
composta di un numero 
qualunque n di punti 
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eie), quattro qualunque 
dei quali non passanti 
per uno stesso punto. 



e delle 



■ rette 



(lati, spigoli) loro inter- 
sezioni presi a due a 
Uè degli il^lUfc^ 



(vertici), quattro qua- 
lunque dei quali non 
giacenti in uno stesso 

piano, e delle ~-, — -- 

rette (lati) che uniscono 
questi punti presi a due 
a due; e degli 
n(»~l)(w — 2) 
i.f.S 
piani (faccie) determi- 
nati dai punti stessi pre- 
si a tre a tre. 



1.2.3 
punti (vertici) interse- 
zioni degli n piani presi 
a tre a tre in tutti ì 
modi differenti possi- 
bili. 

Risulta chiaramente che il poligono gobbo di 
4 vertici è anche un poliedro completo di 4 fac- 
cie, cioè in ogni caso abbiamo una figura com- 
posta di 4 punti A, B, C, D (vertici) di 4 piani 
(faccie) BCD, CD A, BAB, ABC; e di 6 rette 
(spigoli): 



AB, CD; BC, AD; CA, BD. 



(1) 



Tale figura dieesi Tetraedro ; 6 in esso due 
spigoli, come AB, CD che non si tagliano, come 
congiungenti coppia di vertici differenti, si di- 
cono opposti. Abbiamo cosi nel tetraedro tre 
coppie (1) di spigoli opposti. Un vertice e la fac- 
cia non passante per esso, come per es. il ver- 
tice A e la faccia BCD, si dicono pure fta loro 
opposti. Cosi ogni vertice del tetraedro ha la 
sua faccia opposta. 
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Il poliedro di tre faoeie è il triedro. Il polìgono 
gobbo di tre vortici 6 il triangolo. 

4. Avremo anche nel piano il Principio di 
dualità che ci dà le figure e proposizioni fra loro 
correlative che nascono dallo scambiare fra loro 
gli elomenti punto e retta; per modo che un 
punto ed una retta passante pel punto vengoQC 
scambiati rispettivamente in una retta e in u 
punto di essa; cioè due figure o proposizioni 
correlative saranno tali che ad un punto e ad 
una retta dell'una viene a corrispondere rispet- 
tivamente una retta e un punto dell'altra deter- 
minata in modo che ad una retta dell'una come 
eongiungente due qualunque dei suoi punti viene 
a corrispondere un punto nell'altra, determinato 
come intersezione di due rette che passano per 
esso. Iq particolare sono correlative le seguenti 
figure e proposizioni: 



Due punti del piano 
determinano una retta 
di esso come loro eon- 
giungente. 

Poligono completo è 
la figura composta di 
un numero qualunque n 
di punti, tre qualunque 
dei quali non in linea 

rstt., e d.lle "'"-" 

rotte che congiungono 
questi punti presi a due 
a due. 



Due rette del piano 
determinano un punto 
di esso come loro in- 
tersezione. 

Moltilatero completo 
è la figura composta di 
un numero qualunque 
n di rette, tre qualun- 
que delle quali non con- 
correnti in uno stesso 
, ,. n{n — i) 
punto, e degli 

punti intersezioni delle 
n rette prese a due a 
due. 
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Pern = 4 si ha il^MO- 
angolo (flg- 8) poU- 
110 composto di 4 vcr- 
ì A,B, G, D è <ìì sei 
i (I) AB, CD; BC, 
9; CA, BD. Due lati 



Péi'n = 4 sì ha il qua- 
drilatero (flg. 9) figura 
composta di 4 retto a, 
b, c,d a sei punti (ver- 
tici): (1) ab, Cd; bc. 
ad; e a, bd. Duo vertici 




ne AB, CD che con- 
lOj^ono coppie di ver- 
, differenti si dicono 
■ìosli; avremo cosi tre 
ipio (i) di lati oppo- 
II punto ove si se- 
io due lati opposti 
ice punto diagonale. 
remo quindi tre punti 
e;onali, che determi- 
il triangolo dia- 
\ale del quadrangolo. 



j riguardiamo gli n 



come ab, ed che siano 
le intersezioni di cop- 
pie di lati differenti si 
dicono opposti. Abbia- 
mo cosi le tre coppie (1 ) 
di vertici opposti e la 
retta che unisce duo ver- 
tici opposti dicesi dia- 
gonale. Avremo quin- 
di tre diagonali, che 
determinano il Irilatero 
{riangolo diagonale 
del quadrilatero com- 
pleto. 
Se riguardiamo le n 
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puuli vortici di mi pò- j rotte, lati ili un nioUÌ- 




Fig. 9. 



ligono completo iti ud 
ordine determinalo , e 
uniamo il 1° punto col 
2" così via e finalmente 
rultimo coi primo, ot- 
terremo una figura ili 
n punti e di altrettante 
rette che diremo poH- 
f/ono semplice od ordi- 
nario. 



latero completo, in un 
ordine determinato e 
troTiamo l'intersezione 
della 1° colla 2' e così 
via. e floalmente del- 
l'ultima eolla prima ot 
terremo una lìf!;ura d 
n rotte e di altrettant 
punti che diremo mol 
tUatero semplice od or 
dinario. 

Dunque uu poligono semplice è anche a dirf 
un moitilatoro sempUce e cosi un quadranf^ol 
semplice AB CD, clie nasca appunto dal cousi 
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deraro i punii A,B,C,I), nell' ordino scritto, è 
anche a dirsi un quadrilatero semplice cbn nasce 
dal considerare le rette AB, BC, CD, DA nei- 
l'ordine scritto. 

In un quadrangolo o -quadrilatoro semplice di- 
consi opposti due vertici o due Iati non conse- 
cutivi. Sono diagonali le rette ohe congiungano 
le coppie di vertici opposti; e punti diagonali i 
punti ove si tagliano le coppie di lati opposti. 
Ahbiamo cosi due diagonali AG, BD e due punti 
diagonali AB .CD = E, BC.AD = F. 

In un pentagono semplice AB CD E, che nasca 
appunto dal considerare i cinque punti A, B, C, 
D, E nell'ordine scritto, si diranno fra loro op- 
posti un vertice ed un lato quando, come A, CD, 
il lato CD eongiuage i due vertici non conse- 
cutivi ad j1. 

In un esagono semplice come l'esagono ABC 
DEF sì diranno opposti due lati come AB, DE 
che sono separati da una parte e dall'altra da 
un vertice; e due vertici che come A, D sono 
separati nello stesso modo da un lato. Avremo 
cosi tre coppie di lati opposti: 

AB, DE; BC, EF; CD, FA 
e tre coppie di vertici opposti : 

A, D; B, E; C, F. 
In altri termini ogni lato iia il suo opposto e 
ogni vertice ha il suo opposto. Punto diagonale 
è il punto di incontro di duo lati opposti. Avre- 
mo perciò tre punti diagonali, che in generale 
non saranno in una stessa retta e quando lo sono, 
l'esagono semplice considerato sarà dotto per 
brevità Esagono di Pascal. 
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Egualmente avremo ti'e diagonali come retto 
ohe congi ungono lo coppie di vertici opposti. In 
generale le tre diagonali non passeranno per uno 
stesso puato e quando ciò abbia luogo l'esagono 
sarà detto di Brianohon. Cosi l'esagono ordina- 
rio regolare inscritto nei cerchio è un esagono 
di Pasehal e di Brianchon. La retla di Pascal, 
cioè la retta dei tre punti diagonali è la retta 
all'infinito del piano; il punto di Brianchon, cioè 
il punto ove si segano le tre diagonali è il con- 
tro del cerchio. 

5. Finalmente avremo adunque il Principio 
di Dualità nella Stella che nasce dallo scambio 
degli elementi rotta e piano, sicché le figure o 
proposizioni correlative della stella sono tali che 
ad un raggio e ad un piano dell'una corrispondo 
rispettivamonto un piano ed un raggio dell'altra 
per modo che ad un piano dell'una determinato 
da due qualunque de' suoi raggi, corrisponde un 
raggio dell'altra figura determinato da due dei 
piani che passano per quel raggio. 

Nella stella sono quindi correlativo le seguenti 
proposizioni e figure. 



Duo raggi della stella 
ne determinano un pia- 
no che li contiene. 



Angolo mi 
completo è la figura 
composta di un numero 
qualunque n di raggi 
{spigoU) tre qualunque 



Due piani della stella 
ne determinano un 
raggio corno loro inter- 
sezione. 

Angolo poliedro com- 
pioto è la figura com- 
posta di n piani (faccie] 
tre qualunque dei qoal. 
non passanti por li 
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liei quali non situati in 
un piano o degli 


stessa retta e delle 


piani (faode) determi- 
nati da questi raggi 
presi a due a due. 


rette (lati) intersezioni 
di questi piani presi a 
duo a due. 


\ 1 ■'// 



Per n = 4 si ha l'an- 
golo quadrispigolo. La 
sezione con un piano 
di un angolo nioltispi- 
goio è chiaramente un 
poligono completo; in 
particolare la seziono di 
un angolo quadrispigolo 



Per )i = 4 si ha l'an- 
golo tetraedro. La se- 
zione di un angolo po- 
liedro completo fatta 
con un piano non pas- 
sante pei suo vertice, 
cioè pel centro della 
stella, È un moltilatero 
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è un quadrangolo. Vice- 
versa poi projettando 
da un centro fuori del 
piano un poiigono com- 
pleto piano si ottiene 
un angolo moltispigolo. 



completo, e in partico- 
lare la seziono di un 
angolo tetraedro è un 
quadrilatero. Viceversa 
proiettando un moltila- 
tero completo piano da 




e in particolare projet- 
tando (fig. 10) un qua- 
drangolo si ottiene un 
angolo quadrispigolo. K 
si potranno estendere 
all'angolo quadrispigolo 
le deliniaioni date pel 



un contro fuori del pia- 
no si ottiene un angolo 
poliedro completo; e in 
particolare proj citando 
(fig. 11) un quadrilatero 
si ottiene un angolo te- 
traedro. E SI potranno 
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quadrandolo. Così sa- 
ranno faecie opposte 
quelle che projettano 
due lati opposti del 



Per « = 3 si ha l'an- 
golo trispigolo ossia il 
triedro. 



estendere all'angolo te- 
traedro le definizioni 
dato pel quadrilatero. 
Così saranno opposti 
due spigoli dell'angolo 
tetraedro che projettano 
due Tertiei opposti del 
quadrilatero eoe. 

Per m = 3 si ha l'an- 
golo poliedro di ti 
eie, cioè iW " 



Anche nella stella potremo concepire gli an- 
goli moltispigoli 6 gli angoli poliedri semplici 
od ordinari, le cui sezioni con un piano saranno 
poligoni e moltilateri semplici; e projettando in- 
vece da un centro moltispigoli o moltilateri piani 
semplici si ottengono angoh moltispigoli o po- 
liedri semplici. 

6. Lo spazio contiene adunque un'infinità di 
forme fondamentali di %" specie e di i* specie, le 
quali poi si possano concepire distribuite nelle 
forme fondamentali di 2" specie. Perciò la Geo- 
metria è da dividersi in tre sezioni distinte; in 
Geometria dello spazio, del piano e della stella; 
secondo che si considerano più particolarmente 
figure appartenenti eselusivamente allo spazio, 
oppure al piano, oppure alla stella. 

La Geometria del piano e della stella sono in- 
timamente connesse fra loro poiché si passa dalle 
figure e proposizioni dell'una a quella dell'altra 
col mezzo di uvC operazione della Geometria pro- 
,jeltiva (proiezione da un centro o seziono con 
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un piauo). Oppure passiamo anche dalle figure o 
proposizioni dei piano a quelle della stella col 
fjrineipio dì dualità dello spazio; perchè chiara- 
mente nello spazio ad un piano rigato e punteg- 
}>;iato ò correlativa una stella di raggi e di piani, 
in questi elementi avremo speciale riguardo alla 
Geometria del piano. 



g 4. Forme fondamentali di 1" e 2" specie projetlive. 
Forme prospettive. Forme omologiche. 

1. Due Torme fondamentali di 1" o 2= specie 
si dicono sovrapposte se sono appartenenti ad 
una stessa forma fondamentale. Cosi due serie di 
punti aopra una retta costituiranno due punteg- 
giate sovrapposto. Due forme fondamentali di 1" 
2° specie si dicono phojettive, o riferite fra 
loro PROJETTIVAMENTE, quando si possono dedurre 
l'una dalPaUra con un numero finito di opera- 
zioni. 

Quando due forme fondamentali sono projet- 
tive si passa adunque da ogni elemouto dell'una 
ad un unico e determinato elemento dell'altra; 
e due elementi, che nelle due forme si determi- 
nano cosi reciprocamente colie operazioni che 
servano a passare dall'una all'altra forma, sì di- 
cono elementi corrispondenti od omologhi. 

Si dicono poi uniti quegli elementi, che es- 
sendo essenzialmente comuni alle duo forme pro- 
jettivCj hanno per corrispondenti sé medesimi. 
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Por esempio, tagliando un fascio di raggi con 
due rette si otteugoìio due punteggiate projet- 
iivGj nelle quali- .so.no corrispondenti duo ele- 
menti che si trovano sulìo stesso raggio del fd- 
scio. Il punto comune alle due rette è un punto 
unito, perchè sia considerato appartenente all'una 
che all'altra Ila per corrispondente sé medesimo. 
2. Risulta cubito dalla definizione cbe: due 
fonile proiettive ad una terza 6ono projetiive 
fra loro, essendo corrispondenti due elementi 
che corrispondono ad uno stesso elemento della 
3° forma. 

Infatti sia la punteggiata AB CD projèttìva 
alla: 



^0 m Co Do . 



\ B<,; C, Co-, D, D«. 



le coppie dì elomenti e 



ispondenti; o così sia 



A- B'C'D' ... 

projotliva pure alla punteggiata 

io BoC«D<,... 

OHSondo: 

A\ A»; B', B»; C, &; D', i?o; 

le coppie di elementi corrispondenti. 

Passeremo con un numero finito di operazion! 
ordinatamente degli elementi A, B, C, D,... agli 
elementi 4o, Ko, Co, D«...; e da questi ultimi 
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ordinatamente agli elementi: 

A', B', C, D'...; 

lo che prova appunto che: 

ABCD... A' B' C D'... 

sono nel modo voluto riferite fra loro projetti- 
vamente. In modo analogo si prova il teorema 
per qualunque coppia di forme projettive. 

3. Più generalmente ha luogo anche il teo- 
rpma: 

Due forme fondamentali projettive rispettiva- 
mente ad altre due forme projettive fra loro, 
sono projettive; e in tali forme sono corrispon- 
denti due elementi che corrispondono a due ete- 
menti fra loro corrispondenti nelle forme pro- 
jettive date. 

Infatti sia, per es., la punteggiata; 

ABCD... 
projettiva alla 

A'B'C'D'... 
6 sìa la: 

A« B^C<,D.... 
projettiva aita 

A>>' B^' a' Do' . . . 
e finalmente siano fra loro projettive le 

A' W C D'...\ A,' B,' a' D»' . . . 
essendo, nello coppie di forme projettive, fra loro 
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corrispondenti due elementi indicati colle stesse 
lettere. 

Per l'ipotesi fatta passeremo con un numero 
finito di operazioni dagli elementi: 

A, B, C, D,... 

ordinatamente agli elementi: 

A', B', CD'...; 



e similmente dagli elementi 

A', B', C, D'- 
agii elementi: 



e finalmente da questi ultimi ordinatamente agli 
elementi: 

Ao, a, Co,... 

dunque veniamo a passare con un numero finito 
di operazioni dagli elementi 

A,B, CI)..., 

ordinatamente agli elementi 

Ao, a, C>, D,,... 

lo che prova quanto si voleva. 

4. Due forme fondamentali di 1* e 2' specie 
si dicono prospeiiive se si deducano l'una dal- 
l'altra con una sola operazione. E si dicono an- 
che prospettive le seguenti coppie di forme: 

Due punteggiate che siano sezioni di uno stesso 
fascio di raggi, 
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Due fasci di raggi che essendo in uno slesso 
piano projettaoo una stessa punteggiata. 

Due sistemi piani che siano sezioni di una 
stessa stella. 

Due stelle che projettano uno stesso sistema 
piano. 

Dalle doflnizioni risulta che due formo pro- 
spettive sono anche proiettive,; e che in due 
punteggiate prospettive sono corrispondenti due 
punti che si trovano sopra uno stesso raggio del 
fascio di cui sono sezioni; o quindi nel loro punto 
comune hanno un punto unito. In due fasci pro- 
spettivi sono corrispondenti due raggi che pro- 
jettano uno stesso punto della punteggiata pro- 
.jettata da entrambi; e noi raggio loro comune 
hanno un raggio unito. In due sistemi piani pro- 
spettivi sono corrispondenti due punti che si 
trovano sopra uno stesso raggio della stalla di 
cui sono sezioni; e due rette chB sono in uno 
stesso piano di quella stella. Quindi nella inter- 
sezione dei loro piani i duo sistemi piani pro- 
spettivi hanno una rotta unita e composta di 
punti tutti uniti. 

In due stelle prospettive sono corrispondenti 
due raggi che pro,jettano uno stesso punto del 
sistema piano dà esso projettato; e due piani che 
projettano una stessa retta di quei piano, Quindi 
due stelle prospettivo hanno un raggio imito nella 
retta che unisce i loro centri; e sono uniti tuiiì 
i piani che passano per quella retta. Chiaramente 
poi sul piano sono figure fra loro correlative due 
punteggiate prospettive e duo fasci di raggi pro- 
spettivi- K nello spazio sono figure correlative 
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due stelle prospettive e due sistemi piani pro- 
spellivi. 

5. Se siano Ci d due stelle prospettive come 




projettanti il piano rigato e punteggiato t, allora 
tagliando le due atello con un piano m (fig. 1§), 
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si ottengano rìspetUvamente i sistoini piani 2, S' 
fra loro projettivi e sovrapposti. Tali sistemi pro- 
jettivi si dicono omologici, e si chiama Omologia 
il principio di corrispondenza a cui essi iranno 
luogo fra gli elementi del piano. Nei sisiemi pro- 
jettivi in discorso sono corrispondenti due punti 
come A, A' che siano l'intersezioni di a con due 
ra^gi che come Ci Ài, Cu Ai sono corrispondenti 
nelle due stelle prospettive , porchÈ progettano 
uno stesso punto Ai di tr. Similmente sono corri- 
spondenti due rette m, m' che siano l'interse- 
zione di V con due piani fra loro corrispondenti 
nelle due stelle prospettive. Segue da ciò che il 
punto C ove t» sega Ci Ca è un punto unito che 
dicesi centro dell'omologia, e la retta s = wa 
intersezione di it con a è una retta unita e com- 
posta di punti tutti uniti e dieesi l'asse dell'o- 
mologia. Sono puro uniti tutti i raggi di t: pas- 
santi per G ma non però composti di tutti i punti 
uniti; in ciascuno di questi raggi abbiamo due 
punteggiate projettive sovrapposte in cui sono 
elementi tmiti il punto C e il punto ove il rag- 
gio considerato sega la retta s. 

Riassumendo risulta: 

In due sistemi omologici due punii corrispon- 
denti sono allineati col centro di omologia: due 
rette corrispondenti ai tagliano in un punto 
dell' asse. 

In due sistemi omologici due punteggiate cor- 
rispondenti che non contengano il centro C sono 
prospettive; e due fasci corrispondenti che non 
hanno il centro sull'asse sono prospettivi. 
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Invece due pmiteggiafe corrispondenti the con- 
tengono il centro sono due punteggiate projbt- 
TiYÈ SOVRAPPOSTE, di CUI sono punti imiti il een- 
à-o G e il punto ove la retta delle due punteg- 
giate sega l'asse 8. 

Due fasci corrispondenti che abbiano il centro 
suW asse, sono due fasci projrttivi sovrapposti 
che hanno per elementi uniti l'asse s; e la retta 
che projetta dal loro centro, il centro dell' omo- 
logia. 

6. Se irumagioiaino dal centro C^ della stella 
Cs un piano parallelo a ■« a tagliare a nella retta 
r„, il piano G, n segherà jt io una retta r che 
diremo la retta limite del sistema 2; come quella 
che ha per retta corrispondente in ^' la retta 
all'infinito di it; e tutti i punti R ài r sono a 
dirsi punU limiti perchè hauno per corrispon- 
denti in "SI punti all'infinito; giaeehò in generale 
in due forme projettive si diranno in ciascuna 
forma elementi limiti quelli i cui corrispondenti 
nell'altra sono elementi all'infinito. Avremo quin- 
di la retta limite q' di '^' che si otterrà condu- 
cendo per Gì un piano parallelo a ir, indi tro- 
vando l'intersezione q^ di un tal piano con i; 
allora il piano C^qa, sega nella retta q' richtDsta. 
Le rette r, q' sono chiaramente parallele all'asso 
a di omologia e quindi parallele fra loro. Del re- 
sto il punto all'infinito dell'asse essondo un punto 
unito no segue necessariamente che le rette li- 
mili r, q' debbono essere parallele all' asse e 
quindi fra loro. 

7. Dato il centro C di omologia, l'asse s ed 
una coppia qualunque M, M di punti corrispon- 
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denti, si pu6 eostruire per ogni punto M del siste- 
ma 2 posto fuori di A, A' il suo corrispondente; 
e per ogni retta m dì S non passante per C la sua 
corrispondente senza uscirò dal piano ti in cui 
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giacciono i due sistemi omologici i, V. Infatti 
([ig. i3) la rotta AM sega l'asse a in un punto S 
e la retta A' S hÌA corrispondente di A M. Quindi 
il raggio C M sega A' S nel punto M' richiesto. 
Per trovare poi la retta m' di S' corrispon- 
dente di una retta qualunque m di ^, basta tro- 
vare il punto m s, indi ii punto di V che eorri- 
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sponde ad uà punto qualunque preso sulla retta 
in data di -; allora la l'etta che unisce il punto 
trovato con ms è la retta m' di 2' corrispon- 
dente alla retta m di "&. In generalo se M, M' 
sono due punti corrispondenti projetfcando da ossi 
un punto quaìunque S dell'asse s si ottengono 
due rette MS, M' S fra loro corrispondenti in 1', 
i'. Ogni raggio condotto per C taglia le due rette 
in due punti corrispondenti. Se da C conduciamo 
io particolare la retta parallela ad S AT a tagliare 
la SjW nel punto R, questo sarà il punto Umile 
R della retta S M di 2S q anche della retta CM. 
Gondueendo quindi da R la parallela r ad s sarà 
r la retta limito di 1. Se da C conduciamo in- 
vece una parallela alla SM a tagliare Stf in Q' 
sarà Q' il punto limite della retta SM' di 2' e 
sarà anche Q' punto limite di CM'. Gondueendo 
poscia da Q' la parallela g' ad s sarà g' la retta 
limite di 2'. 

È chiaro poi che possiamo costruire di un sì- 
slema piano ^ il suo omologico 2' senza uscire 
dal piano quando sia dato il centro, l'asse dell'o- 
mologia e una coppia di rette corrispondenti, an- 
ziché una coppia di punti corrispondenti; oppure 
dato che sia il centro l'asse e la retta limite ap- 
partenente al sistema piano 2 che si suppone 
dato, oppure al suo corrispondente 2'. Perchè 
tutti questi casi ai possono ricondurre al primo 
facile la detei'minazioue di una coppia di ponti 
eorrispondonti. 

8. Dato in un piano tu (flg. 12) il centro C 
l'asse s è una eoppia A, A' di punti corrispon- 
denti, si possono determinare infinite coppie di 
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stello prospettive le quali diano per sezioni i 
due sistemi omologici 2, V dei quali sia C il cen- 
Iro, 8 l'asse di omologia ed A, A' una coppia di 
punii corrispondenti. Infatti si può immaginare, 
per es,, per a un piano tr; e per C una retta fuori 
di ir. 

Preso sulla retta un punto qualunque C, fuori 
di TT e di a projottiamo da C, il punto A e C, A 
seffhi CT in A^; la retta A, A' segherà la retta 
condotta per C in un punto C^; allora le due 
stello prospettive che projettauo da Ci, C^ il piano 
rigato e punteggiato u, sono tagliate da -k nei 
voluti sistemi omologici 2, 2'. Oppure si può 
projettare dai punti d. Ci, presi sulla retta 
passante per C, rispettivamente i punii A, A'; 
allora le C^ A, d A' si segheranno in un punto 
A,. Le stollo prospettive C, , C^ che projetlano da 
C„ Ci il piano A, s sono tagliate da tv nei voluti 
sistemi omologici. 

E poiché, dati il centro C, 1' asse s di omologia 
e una coppia di punti corrispondenti, la corri- 
spondenza fra gli elementi dei due sistemi omo- 
logici 2, i:' resta determinata indipendentemente 
dalle due stelle prospettive le cui sezioni con un 
piano 6) danno i duo sistemi omologici, cosi pos- 
siamo dire brevemente: 

Un' omologia è determinata dato il centro , 
Z'assb ed una coppia di punti o di rette corri- 
spondenti; oppure dato il centro e l'asse ed una 
delle rette limiti. 

Risulta poi chiaramente che: 

L'una retta limite dista dal centro come l'al- 
tra diala dalVasse. 
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% ^. Omologia armonica. 
Affinità. Similitudine. Simmetria. 

1. Dato in un piano oi un'omologia piana, 
di cui siano A, A' due punii corrispondenti, cia- 
scun punto del piano potremo riguardarlo come 
appartenente al sistema piano ì. a cui appartiene 
il punto A, oppure al si&tema piano ^' a cui 
appartiene A'. Per le costiuzioni date dall' omo- 
]oj2;ia seguo ohe ogni punto del piano avrà un 
diverso eorrispondonte secondo che si riguarda 
appartenente all'uno piuttostoche all'altro dei due 
sistemi piani S, i'. 

Ma nel caso particolare (fig. 14) che le due 
retto limili coincidono in una sola retta r, q', che 
sarà essenzialmente equidistante dal centro e 
dall'asse, allora risulta dalle costruzioni che ogni 
elemento del piano sia considerato appartenente 
al sistema ^ a cui appartiene il punto A, che 
considerato appartenente al sistema S' a cui ap- 
partiene A' avrà lo stesso corrispondente; o la 
corrispondenza in tal caso si dirà involutoria; e 
l'omologia si dirà armonica. Od anche diremo 
che i sistemi piani 2, £' sono sistemi projettivi 
in involuzione; e le punteggiate projettive so- 
vrapposte fra loro corrispondenti nei due sistemi 
piani projettivi si diranno pure in involuzione; 
e i due punti uniti si diranno i punti doppi del- 
l'involuzione. Così i fasci projettivi corrispon- 
denti aventi il centro sull'asse si diranno fasci 
in involuzione; e i loro elementi uniti si di- 
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ranno i raggi doppi dell'iiivoluzione. I due punti 
limili H, Q' in ciascuna retta passante por C 




coineiiiono in un sol punto che si dirà il putilo 
centrale delle ttue punteggiate projettive in in- 
v&ìuzione giacenti su quella- retta. 
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2. Mell'oraolof^ia piana il centro puf) essora 
il punto airinfinito dì. una retta; in tal caso 
l'omologia dieesi Affinità e due figure omologi- 
che diconsi por ciò ajfini. 

Se l'asse è la retta all'infinito del piano allora, 
si ha il principio della Similiiudme cioè due fi- 
gure omologiche in tal caso sono ligure Simili. 

Se il centro è all' infinito e l'asso divide per 
metà il segmento finito A A' di due punti- corri- 
spondenti, allora tale proprietà ha luogo per i 
segmenti determinati da una coppia qualunque 
di punti corrispondenti. In tal caso ha luogo 
affinila ed involuzione^ cioè le due figure omo- 
logiche sono affini ed in involuziono. In altri 
termini ha luogo la Simmetria rispetto ad un 
asse, cioè due figure corrispondenti sono sim- 
metriche rispetto all'asse s di omologia che è 
l'asse di simmetria. La simmeiria poi si dice 
ortogonale quando il centro di omologia è il 
punto all'inllhifo di una perpendicolare alTassc; 
obliqua nel. caso contrario, 

Se finalmente l'asse è la retta all'infinito del 
piano e due punti corrispondenti A, A' sono equi- 
distanti dal centro 0, allora ha luogo similitudine 
ed involuzione ad un tempo cioè due figure omo- 
logiche sono due figure simili ed in ìnvoluziono 
e sono figure simmetriche rispetto al centro 0, 
cioè ha luogo la simmetria rispetto ad un centro. 

Se poi il centro e l'asse di omologia sono a 
distanza infinita, le due figure omologiche sono 
chiaramente sovrapponibili con una traslazione 
lungo le rette che uniscono lo coppie di punti 
corrispondenti e si dicono perciò figure con- 
gruenti. 
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l (i. Condizioni di omologia e di prospettività dei 
sistemi piani. Condizioni di projettività di due 
forme fondamentali di 1' specie. 



1. Hanno luogo nel pLano i 
correlativi: 



Se due triangoli 

ABC; A'B'C 

hanno la proprietà, ehe 
le rette A A', BB', CC 
congiungentt le tre cop- 
pie differenti di vertici 
passano per un punto 
0, sono omologici; es- 
sendo : 

A A', BB', ce 



le coppie di vertici cor- 
rispondenti: cioè le cop- 
pie AB, A' B';BC,B'C'; 
CA, G'A' di lati corri- 
spondenti si taglie- 
ranno m punti di una 
stessa retta, asse del- 
i- 



Se due tri 
ab e, i 



iguenti teoremi 
'.goti 



■Ve' 



hanno la proprietà, ehe 
i punti a a', b b', ce', 
in cui si segano le tre 
coppie differenti di lati 
sono in una retta, i 
due triangoli sono omo- 
logici; essendo: 

a, a'; b,b'; c,c' 



le coppie di lati cor- 
rispondenti; quindi le 
coppie: ab, a'b'; bc, 
b'e'; e a, e' a' di vertici 
eo rrispon denti saranno 
congiunte da tre rette 
che passano per uno 
stesso punto centro del- 
l' omologia. 
Infatti (a sinistra) se siano: 

A„^fiC.B'C', B, = CA.C'A' 



Hosted by 



Google 



Geometria projeiliwi. 



(fl^. IS) basterà costruire il triangolo omologico 
ad ABG neiromologia di centro di asse AaB„ 
e nella quaio A, A! sia uoa coppia di puoti cor- 




rispondenti, che si troverà allora ii triangolo 
A' R' C per omologico di ABG; opperò il punto 



sarà un punto della retta A^Bc asse di omologia; 
e. d. d. Correlativamente si dimostra il teorema a 
sinistra. 
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Dai teoremi ora diiiiostrìiU seguono subito i 
due teoremi fra lora correlativi : 



bj 


Se 
am 


t due 


piano ab- 
poligoni 


A 


A 


A 


A 


...An- 


An, 


A 


A, 


A, 


A, 


..A'„- 


A'n 



i CUI tertici s-i corri- 
spondono in modo che 
tutte le coppie di lati 
cornspondenti meno 
una, per es., meno la 
eoppia 

A„-iA„, A'„-iA'„, 

si tagliano in punti di 
una retta /Issa s, i due 
poligoni sono omolo- 
gici; e perciò anche i 
lati 



An-\An, A'n 



il'» 



si taglia 
dell' assi 



in un punto 
s di oinolo- 



Se in un piano ab- 
biansi due moltilaleri 



i cui lati si corrispon- 
dono in modo che tutte 
le coppie di vertici cor- 



pur es., meno la cop- 
pia 






la H 



sono allineate con un 
punto fisso S, i due 
moltilaleri sono omo- 
logici; e perciò anche 
i vertici rimanenti 

fln—lOw, Oi'n-ia'n 

sono allineati col eentro 
S di omologia. 



Infalti (a sioistra) ì triangoli; 
A, A, A,, A',A\A', 
sono omologici, pel teorema 1" a destra, e sarà s 
l'aase dì omologia. ludieliiamo con Ìl centro 
di omologia, punto ove si sogaiio le rette: 
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indi ooiisidoriamo altri duo triangoli, per esempio: 

A, A, A,, A'tA',A\, 

elio hanno due vertici in comune coi prccodeiiti 
ed un vertice differente, e non contengono i iati 
^«-1 -Alt, A'n-iA'n. Questi triangoli sai'anno, pel 
teorema 1° a destra, omologici, e sarà s l'asse, 
il centro di omologia percliè ivi si segano le 
rette A^A^', A^A). In questo modo seguitando 
dimostreremo finalmente cho i triangoli 

^n — 3 An-'i An — l, A'„-.3 jl'n-3 Aa-l, 

sono omologici, e che ò il ceniro ed s è l'asso 
di omologia. Allora le rotte; 

A,A',, A,A\... An-i, ^'«-1 

concorreranno lulLe in 0; e per essere omologici 
i triangoli; 

An-3 An-a An,- A'n-3 l'n-3 A'n 

ed il centro di omologia, ne segue che tutte 
le rette che- uniscono le coppie di vorliei 
il,, A\; A„ A\;... An A'„ 

concorrono in 0. Segue ancora da ciò che i tri- 
goH: 

An-lA„A,, A'„-iA'nA\ 

sono omologici essendo il centro ed s l'asse 
di omologia; dunque i due poligoni dati sono 
corrispondenti nell'omologia determinata de! cen- 
tro dall'asse s e da una coppia qualunque di 
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vertici che abbiamo detti cori-ispondeiiti. 
lativamonte si prova il teorema a destra. 
Per « = 4 si hanno i teoremi: 



Se due quadrangoli 
in un piano hanno la 
proprietà che cinque 
coppie dei loro lati si 
segano, in punti di una 
retta fissa s anche i 
lati delta sesta coppia 
si segano in un punto 
di quella retta. 



Se due quadrilateri 
in un piano hanno la 
proprietà che cinque 
coppie dei loro vertici 
sono allineate con un 
punto fisso S anche i 
due rimanenti vertici 
sono allineati con quel 
punto. 



2. Se due trianf^oli ABC, A' B' C si trovano 
nelle condizioni volute dagli enunciati del teo- 
rema primo (a sinistra) e del suo correlativo, e 
non ?ono nello stesso piano i due triangoli sono 
allora prospettivi. 
Infatti nei 1" caso le coppie: 

AB, A'B'; BC, B'C; C A, C'A'; 

di lati si segano certamenttì in punti della retta 
intersezione dei loro piani; o i due triangoli sodo 
le sezioni coi loro piani di uno stesso triedro. 
Nel 2" caso i Iati delle coppie a a', bb', ce', es- 
sendo per ciascuna eoppia in un piano, le retto 
ab. a'b'; b e. b'c'; ca. e' a' sono pure a due a 
due in un piano senza essere tutte tre in uno 
stesso piano; epperf) tali rotte concorrono in un 
punto vertice di un triedro, del quale i due 
triangoli sono due sezioni piane; dunque è di- 
mostrato quanto si voleva. 
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Dai teoremi dei triaoj^oli ne diirivano i teoremi 
reletivi ai poligoni o moltilateri piani posti in 
piani differenti ehe cioè due poligoni o moltila- 
iero piani, che si trovano nelle condizioni di 
quelli diansi considerati in uno stesso piano^ 
sono PBOsPKTTivi anaichè omologici quando giac- 
ciono in piani differenti. 

3. Abbiamo dato dello condizioni perchè al- 
cuni sistemi piani siano omologici o prospettivi; 
ora osserviamo che per lo formo fondamentali di 
1' specie Ila luogo la proprietà seguente: 

Due forme fondamentali di 1' specie, ciascuna 
composta ài 3 elementi' sono projettive in modo 
che agli elementi dell'una si possono far corri- 
spondere quelli dell'altra a piacere. 

Siano infatti ABC, A' B' W due puntegf>:iate 
di tro elementi, Io quali vogliamo dimostrare 
projottive in modo che: 

A, A-; B, B'; C, C 
siano coppie di elementi corrispondenti. Le rette 
M, V delle due punteggiate siano dapprima in 
un piano. 

Uniamo due punti A, A' che si vogliono cor- 
rispondenti, e sn AA' prendiamo due punti S,, 
Sj. Ponendo: 

S,B.S,B' = B„, S,C.S,C' = C,, 
e 

si passa chiaramente dai punti j1, B, C ordinata- 
meute ad A', B', C projettando da .Si, tagliando 
con le pfojettando da S, tagliando con v; dun- 
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que lo duo puiitog^iate dato sono nei modo vo- 
luto projettive, Se le due punteggiate fossero 
sovrapposte e sulla retta u, projeltiarao A\B',C' 
da un centro S e tagliamo con una retta ad ot- 
tenere la punteggiata A„, Bo, d- Essendo \g ABC 
A, Bo Cn in un piano si passerà dagli elomenti 
A, B, C ordinalamcnte agli elementi A^, Bn, Cn, 
eon un numero finito di operazioni già indicate; 
indi projettando da S e tagliando eon u, sarà 
dimostrato che con un numero finito dì opera- 
zioni si passa dagli elementi A, B, C ordinata- 
mente agli elementi A', B', G come si voleva. 

Finalmente siano ABC, A' B' C situate sulle 
re[to u, V non poste nello stesso piano. 

Allora se LM = w è una reità che unisce un 
punlo L di w con un punto M di v, prcadiamo 
su w tre punti At,, B», €„. Ora u w sono in un 
piano, quindi ABC, AoB^Ca sono projettive per 
modo che AAa, BBn, CO, sono coppie di ele- 
menti corrispondenti. Similmente saranno pro- 
jettive: 

A, /;„, C„, A', B', e, 
per modo che; 

A„ A'; B„ B'\ Co. C 
sono coppie di elementi cori'ispondentL 

Dunque anche: 

ABC, A'B'C 

sono nel modo voluto projettive. 

Se poi tutte due !o l'orme date di tre elementi 
non fossero due punteggiate e non io fosse una 
di esse, tagliando con una retta saremo chiara- 
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mente ricondotti al caso delle punteggiate; op- 
però il teorema enunciato si può ritenero vero 
per tutte lo forme. 

§ 7. Forme armoniche. 

I.Gostruirerao ora dello formo fondamentali 
di 1° specie che essendo composte di 4 elementi 
pors sono projettive. A tal fine considerando lo 
formo fondamentali del piano, risultano pegli ul- 
timi teoremi del n." 1, | tì lo seguenti definizioni 
correlative. 

Se si ha uel piano I Se uel piano si abbia 
una punteggiata sulla un fascio di raggi di 
retta ii (tig. 16) com- i ceniro U (dg. 17) oora- 






posta di tre elementi A, \ posto, dì raggi a, 6, q 
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B, C si possono chiara- 
meiiie costruire infiniti 
quadrangoli dì eoi due 
lati opposti passano per 
A, un lato per C, altri 
due lati opposti per B. 



si possono chiaramente 
costruire infiniti qua- 
drilateri di cui due ver- 
tici opposti siano huI 
raggio «.un vertice su 
e altri due vortici op- 
posti siano su b. 




Allora pel teorema 
citato il lato rimanente 
che è opposto a quel- 
lo che passa per C ta- 
glierà la retta u sem- 
pre in uno stesso punto 



Allora pel teorema 
citato il vertice rima- 
nente che è l'opposto 
a quello cho giace su 
e sarà posto sempre in 
uno stesso raggio d 
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D, qualunque sia il qua- 
(IraD^olo così costruito. 

Per tale proprietà di- 
remo che gli elementi 
A, B, C, ì) della pim- 
tegf;;iata M costituisoooo 
nell'ordine scritto una 
punteggiata armonica 
un gruppo armonico. 

Dunque una punteg- 
giata ABOD è armo- 
nica quando si possa 
costruire un quadran- 
golo (li cui due lati op- 
posti passano per A, al- 
tri due per B, uno per 
Gei! rimanente per D. 

Risulta quindi che nel piano: 

La forma correlatiti di un fascio armonico 
È una punteggiata armonica. 

Di più hanno luogo nel piano i seguenti teo- 
remi: 



del fascio U qualunque 
sia il quadrilatero co- 
struito. 

Per tale proprietà di- 
remo che gli elementi 
a, b, e, d sul fascio V 
co.'ftituiscono nell'ordi- 
ne scritto un fascio ar- 
monico di raggi. 

Dunque un fascio V 
di quattro raggi a, b, 
p, (/ è armonico quando 
si possa costruire un 
quadrilatero di cui due 
vertici opposti siano su 
n, altri due su b, uno 
su e e il rimanente su d. 



Un fascio armonico 
di raggi del piano è 
tagliato in una pun^ 
teggiaia armonica. 



Una punteggiata ar- 
monica è progettata da 
un punto in un fascio 
armonico di raggi. 



Infatti (a sinistra) siano A, B, C, D {fig. 18) i 
punti in cui la retta u sega rispettivamente i 
raggi a, b, e, d di un fascio U armonico. Con- 
duciamo da A una retta ad arbitrio a tagliare b 
in iV e in P. Uniamo B con P e sia £ il punto 
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ovG BP sega il raggio a; allora LN dovrà pas- 
sare per D, per essere ah ed un fascio armoiiieo. 
Ma del quadrangolo ULPN due lati opposti 
passano per A, due per B, uno per Gel' altro 
por Z>; dunque ABCD è una forma armonica. 
Correlativamente si dimostra il teorema a destra. 




2. Seguendo il principio dì dualità dello spa- 
zio si ottiene !a definizione del fascio armonico 
di piani e del fascio armonico di raggi, consi- 
derando il fascio di piani e il fascio di raggi 
come, forma della stella. Però risulta subito ciio 
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un fascio di raggi armonico liella stella ò ta- 
gliato da un piano in una punteggiata armonica: 
opperò un fascio di raggi armonico nella stella 
è armonico anche considerato conio forma del 
piano. Risulta poi che un fascio armonico di 
piani è tagliato da un piano iti un fascio ar- 
monico di raggi, e da una retta in una punteg- 
giata armonica. Viceversa projettando da un cen- 
tro un fascio armonico di raggi o da un asse 
una punteggiata armonica si ottiene un fascio 
armonico di piani, onde possiamo dire: 

Eseguendo sopra una forma armonica tm' o- 
perasione della Geometria Projeltiva si ottiene 
una forma armonica. 

E per il teoroma del n. 3 § 6, avuto riguardo 
che dati i primi tre elomenti di una forma ar- 
monica resta determinato in modo udìco il 4" 
risulta subito; 

Due forme armoniche sono projeiiive. 

3. Per il penultimo dei teoremi dimostrati 
risulterà che le proprietà che ora dimostreremo 
della punteggiata armonica vanno estese a tutte 
le altre forme armoniche: cioè al fascio armonico 
di raggi, al fascio armonico di piani. 

In una punteggiata AB CD armonica i primi 
due elementi e gli ultimi due entrano nella co- 
struzione di essa allo stesso modo; onde si pos- 
sono fra loro permutare senza che la punteg- 
giata cessi di essere armonica, dunque: 

In una forma armonica si possono permutare 
fra loro i primi due elementi o gli ultimi due 
senza che la forma cessi di essere armonica. 
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Ma di più, so LMPQ è un quadrangolo co- 
struttore della punteggiata armonica AflCi) (fl- 






gura 19) e sia: 

S=IiQ.PD 
sarà armonico il fascio 

S(BI)AiV) 
quindi anello il fascio 

P [CD A 31) 
e quindi ancho la punteggiata 
CDAB; 
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In una forma armoima si possono porre al 
posto dei primi due elementi gli ultimi due senza 
che la forma cessi di essere armonica. 

Seguo (li qui che data una iorraa armonica se 
ne possono da essa derivare altre sette. Cosi se 
la punfeggiata ABCD è artiionìea in virtù dei 
teoremi dimostrati, saranno armoniche le altre 
sotte punteggiate: 

BACI), ABDC, BADO, CDAB, 
DCAB, CDBA, BCBA. 
4. Gli elementi AB,?i gli elementi CD ohe 
in una forma armonica possono essere fra loro 
scambiati e l'una coppia può essere pure scam- 
biata coir altra, senza che la forma AB CD cessi 
di essere armonica, si dicono elementi fra loro 
coniugali; e si dice che l'elemento A 6 il con- 
jugato armonico di B rispetto agli altri due ele- 
menti CD. Nella punteggiata se C ò il punto di 
mezzo del segmento finito determinato dai punti 
A B ìi coQJugato D armonico di C rispetto ai 
punti i,B è il punto all'infinito della retta w su 
cui consideriamo la punteggiata. Infatti nel piano 
su cui riguardiamo la retta u della punteggiata 
eleviamo in C la perpendicolare alla u (Qg. 20) 
e projettiamo da uà punto S della perpendico- 
lare elevata i punti AB. 

Conduciamo da A una ietta ad arb tr ò ad in- 
contrare la perpendicolare n M q \a SB in N. 
Sia L il punto ove !a MB segi la S 1 Avremo 
il quadrangolo SLMN di u lie lit opposti 
passano per A, altri due opio f i r B uno per 
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C; quindi il rimanente lato LN passerà per il 
plinto conjugiito arnionieo di C rispetto ai punti 
A B. Ma per le eosti-uzionì fatte, da noti teoremi 
di Geomotria elementare, segue che LN h paral- 
lelo ad AB; dunque il conjuf^ato armonico di C 
rispetto ad A iJ è il punto all'iafinito di AB, 
e. d. (I. 



//'Ììt-.,;\ 



Viceversa se nel piano si cerea quimìi il coi/- 
jugato armonico del punto all'infinito di una 
retta rispetto a due punti AB (al lìnito) di essa 
retta, si troverà cbo un tal conjugB.to è il punto 
di mezzo del segmentò finito A B determinato 
dai punii AB. Perchè conducendo (fig. 20) una 
parallela ad AB; e pei punti AB due rette SA, 
SB che facciano con AB gli stessi angoli interni 
della stessa parie di A B, le SA, SB si segheranno 
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ili UD punto S e saranno tagliate dalla paralleli 
condotta nei punti L N, che projettati rispetti- 
varaonto da iì o da A danno duo raggi che gi 
segheranno in un punto M. La retta MS sega 
allora la rotta AB nel punto C coniugato armo- 
nico del punto all'infinito éi A B rispetto ai 
punti AB. Per note proposizioni di Geometria 
elementare risulta che il triangolo ASC è eguale 
a BSO e quindi AO eguale a Gii, cioè C punto 
di mezao del segmento fluito AB, e. d. d. 

5. Ammettiamo la continmlà della retta, ge- 
npiabile dal moto ronlinuo di un suo punto 
quelli del piano j^enentiile dil moto continuo 
Il una retta che luoti intorno al un punto dil 
piano stesso iìnalracnto la continuità dello spa 
ZIO ordinano geutriibile dal moto continuo di 
un piano ohe ruoti intorno ad una iella (liba 
In altii termini amiuottiamo la conltnuiia degh 
elementi nelle foime fondamentali ed os<!Piviamo 
the un elemento di una torma fondtmentalo di 
1" specie può muoversi in due sensi dtffeìenii 
(oppo'-ti) tei geneiarc la foiini stessa 

Ciò posto in una forma fondamentale di puma 
specie composta di quattio elementi A B C D 
SI dirà che la coppa di elementi AB u separata 
dalla coppia degli elementi Ci) se m qualunquL 
senso SI muovi un elemento A del] una copfia 
per acquistare U t-osizione dell elemento B della 
co[pia stessa, incontra necessariamci te 1 lI 
mento C o D dell altra coppia CD 

lìisulta chiaramente subito: 

In due foìtne fondamentali di quadro elementi 
fra loro jìrojettive le coppie degli elementi ohe 
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in una forma si separano fra loro, hanno per 
corrispondenti nell'altra le coppie dì elementi 
che pure fra loro ai separano. 

6. Se sia Ax il puato airiafiDÌto di una retta 
e C sia it punto di mezzo del segmento fluito 
AB sarà (ABCAoo) una punteggiata armonica è 
in essa l'una eoppia AB degli elementi cooju- 
gati separa l'altra coppia CA» à\ olemeiili con- 
jugati; e perchè due forme armoniche sono prò- 
jettive ne risulta il teorema: 

In mia forma armonica Vuna coppia di ele- 
menti conjugati è separata dall'altra coppia di 
elementi coniugati. 

Gli è perciò che in una forma armonica, due 
elementi che sono fra loro conjugati, si dicono 
separare armonicamente gli altri due. Ed in ge- 
nerale sul piano si dice che duo punti sono se- 
parati armonicamente i3a due raggi, quando pro- 
jettando dal punto d'incontro dei due raggi i 
due punti , ai ottengono altri due raggi ohe 
sono separati armonicamente dai due dati. Si- 
milmente nello spazio si dice che due punti sono 
separati armonicamente da duo piani se projet- 
taiido dall'intersezione dei due piani i due punti 
si ottengono due piani che separano armonica- 
mente i due piani dati, ecc. 

Possiamo così enunciare le seguenti proprietà 
correlative del quadrangolo e del quadrilatero 
piano. 



quadrangolo 
completo due punti dia- 
gonali sono separati 
armonicamente dai due 



In un quadrilatero 
completo due diagonali 
sono separate armoni- 
camente dai due vertici 
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lati che vanno al terzo 1 del quadrilatero che 
punto diagonale, sono sulla terza dia- 

I gonale. 




Di qui segue subito la risoluzione Jei seguoiiii 
problemi correlativi nel piano: 
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Costruire un quadri- 
latero completo essendo 
dati un lato ed il trimi- 



Gostruire un qua- 
drangolo completo es- 
sendo dati un vertice 
ed il triangolo diago- 
nale. 

1. Dae rette ah in un piano che si segano 
in un punto S al finito dividono il piano (lìg, 21) 
in due regioni detti segmenti od angoli com- 
pleti; lo bisettrici e d dei due angoli eompleli 
dividono armonicamente i lati a b degli angoli 
stessi, in quanto cho tagliando il fascio ab e d 
con una retta parallela ad una bisettrice sì ot- 
tiene evidentemento una punteggiala armonica. 

Possiamo quindi dire: 

In un triangolo SAB le bisellrid dell' angolo 
interno e quella dell'esterno ad un vertice S di- 
vidono armonicamente la base A B. 



% 8. Divisione di un segmento di retta in parti e- 
guali. Determinazione della posizione degli ele- 
menti di una forma fondamentale di 1" specie. 
Condizioni per la determinazione della corrispon- 
denza in due form3 fondamentali di T' specie 
proiettive. Costruzione dì tali forme appartenenti 
al piano. 

1. Sia AB ((ìg. 22) un segmento finito della 
retta u del piano eU,e si vuole dividero in n parli 
eguali con forme armoniche. 

Oondueiamo nel piano la « parallela alla m, e 
su di essa prendiamo ad arbìtrio i punii A', C\. 
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Indicando con A» il piiDto ali'iufliiito A\ u, clie 
è anche quello di v, costruiamo le forme armo- 
niche : 

(A^C'^A'C,), {Ao.C'.,€\ €',)... 



E unendo A con A', B con B' dal punto 

S^AA' .BK' 
projtiUiarao sulla reU.a u i punti 
C,' Gì ... C'n-l, 

ad ottenere cosi i punti 
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i punti che diviilono AB \n i 
mo arraoniebe le forme: 



cho saranno i 
oguali 

(A« Ci A ft) , {A« G, C, C] (A» C, C, C,)... 
(l»C-iC«-aB). 

2. So ^j S, C SODO tre punti di una retta 
{flg.' 23 e 24), si conduca un cerchio per A, B 
e sia E il punto di mezzo di uno degli archi che 
ha gli estrerai in j1 e in B. Se C è un punto dol 




segmento finito AB, allora CE segherà d cer- 
chio di nuovo in un punto S o la normale in S 
alla ES segherà la retta AB nel punto B con- 
jugato armonico di G rispetlo ad A, B. Se C ò 
un punto fuori di AS allora sia S un ponto ove 
il cerchio di diametro CE sega il cerchio con- 
dotto per A, B; la retta GS sega la rotta AB 
nel punto D coniugato armonico di 6' rispetto ad 
A, B. Questa costruzione della punteggiata ar- 
monica, dati di essa tre elementi, dimostra il 



Qualunque punteggiata armonica è sempre la 
sezione di un fascio armonico formalo da due 
rette e dulie bisettrici dei loro .angoli. 

Perchè dalle costruzioni fatte risulta che AB Gì) 
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è armonica pe.rchè le SG, SD sono le bisettrici 
degli angoli delle rette SA, SJì. 

Ora se indichiamo, in generalo, con L M la mi- 
sura eoi suo segno del segmento di retta che 
ha l'origine in L e l'estremo in 3i, essendo quindi 

L M + ML = 0, 

per tre punti //, M, N dì una rotta, si avrà: 

LM+MN + NL^o; 




quindi: 

LM = L.'V + NL, LM = NM~NL. 

Inolti'C considerando il triangolo SAfì e le bi- 
settrici degli angoli al vertice S de! triangolo 
avremo, per noti teoremi di geometria elemen- 
tare, e tenuto conto del segno: 

AC AJ)^ 

BIT ^ ITd 

per ogni punteggiata armonica AB CI). 

Dalle relazioni segmentarle ora poste segue 
immediatameoLo che se noi abbiamo jn una retta 
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u un segmeoto finito AB ^ eosiruiaino le forme 
armoniche 



^nAB, 

cioè in generale il punto Bn-r sarà il primo 
punto di divisione, a parUre da A, quando si vo- 
glia dividere il segmento AB in r + i parli 
eguali, e quindi: 

Un segmento finito AB dd retta sì può divi- 
dere in un ««mero qualunque n di parti eguali 
con costruzione di wna serie continua di deter- 
minate/orme armoniche, a partire dagli estremi 
A,B del segmento e dal punto A^ all'infinito 
della retta. 

Infatti eostruendo le forma armoniche (i) ot- 
terremo il punto Bi che sarà il primo ^, dei 
punti di divisione, a partire da A, indi dovremo 
eostruire le forme armoniche: 

A^A^AA^, A^A^A,A,... 1 

e troveremo quindi gli *ì — 1 punti 

A,, A^.. A^... An-i 
di divisione costruendo una serie dtitcrminata e 
Anita di forme armoniche (1), (2) a partire dai 
tre olomenti A, B, 4». 
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3. Siano- j1„, A, due puoti di una retta u 
del piano e sia A» il punto all'inQnito di essa. 
Potremo costruirò la serie indefinita di forme 
armonictie: 

A«,^^^, a^a,a,a„ a«>a,a,a,,... 

AxA,--lA,-^2Ar,... j^co Aa A^A-i, 

jIos A— i Aj A- 3 , Ax>A-3A_iA_3, 
A» A-sA-aA-j,... A» A_(t_i) A_(i;_3) At. 

Verremo con ciò ad introdurre da una parte di 
A„ un'infinità di punti: 

A,, A,,... Ar,... 

pulla retta u, o dall'altra parte di A^ pure una 
ioDoità di punti: 

A-,1, A_t,. . , A— 7^. . . 

tutti tali punti si ottengono oou costruzioni 
di forme armoniche a partire dai tre elementi 
Ao, A,, Aoc. lì segmento Anito determinato da 
due punti consecutivi è di grandezza costante 
eguale al segmento AoA,. Se ora coordinianao a 
ciascun punto oosiì costruito delia retta il numero 
indico della lettera che lo indica è evidente che: 

Ogni numero intero positivo o negativo de- 
termina un punto detta retta u che 8i costruisce 
con forme armoniche a partire dai tre elementi 
Ao , A, , Aff, che diremo perciò gli elementi fon- 
damentali. 

Dividiamo, il segmento dì grandezza costante, 
determinato da due punti consecutivi ora co- 
struiti, in un numero qualunque p di parli eguali ; 
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I in generale pel segmento generico: 



iì i"" punto (li divisione contato a partirò da Ar, 
e così nei segmento generico: 



l'tì""" punto di divisione contato a partire da A-h. 
Se ora coordiniumo a ciascuno punto cosi otte- 
nuto l'indice della lettera che lo indica, risulta 
evidentemente: 

Ogni numero frazionario positivo o negativo 
determina un punto della reUa_ u a cui si giun- 
ge con un numero determinato di forme armo- 
niche costruite a partire dai tre elementi fon- 
damentali A„, A,, Ax. 

4. Sia ora X un pnnto preso ad arbitrio sulla 
retta u; un tal punto, non essendo uno dei punti 
Ar ad A^ìc, sarà compreso necessariamente fra 
duo punti ^r^r+i. Diviso il segmento Ar Ar^t 
in p parti eguali, o il punto X è uno dei punti 
di divisione oppure sarà compreso fra due punti 
di divisiono consecutivi: 



Dividiamo ora ciascun segmento determinato da 
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due punti consecutivi in un numero qualunque q 
di parti eguali; o ciò cho 6 lo stesso dividiamo 
il segmento ArAriiìnpq parti eguali; allora 
X è uno dei punti di divisiono oppure sarà 
compreso fra due punti di divisione consecutivi: 



la tal modo seguitando se X non coincide con 
alcuno dei puuti di divisione otterremo due se- 
rie di punti: 



quindi due serie di numeri: 



k 

pqh '" 



nei (juali lia luogo la proprietà clie la differenza 
1 __ì__ 1 

P ' Pil ' pqh 

di due numeri coordinati a due punti consecu- 
tivi di divisiono può diventare minore di qual- 
iivoglia numero assegnabile, crescendo il numero 
jqh... delie parli in cui si è diviso il segmeaito 
Ij. -4r-fi. Le due serie di numeri deflniscoiK> 
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adunque coma limite un numero irrazionale che 
sarà it numero che noi coordiniamo allora al 
punto X deila retta. V^iceversa un numero irra- 
zionale X è definito come limite di due serie 
di numeri razionali; por le quali due numeri 
delie serio che comprendono per definizione il 
numero irrazionale, hanno una differenza che può 
essere resa minore di qualsivoglia numero dato. 
Le due serie di numeri razionali, che definiscono 
il numero irrazionale dato, determinano sulla 
retta due serie di punti come le due serie dianzi 
considerate; e ammettendo adunque la conti- 
nuità della retta, noi riterremo che le due serie 
di punti determinano come limite un punto della 
retta che sarà quello a cui ò coordinato il nu- 
mero incommensurabile dato, la tal modo pos- 
siamo dire che fra le serie dei numeri reitli e la 
seria degli elementi della retta abbiamo posia 
una corrispondenza univoca; perchè ogni punto 
della retta determina un numero: o^ni numero 
un punto della retta; ed il numero sarà detto il 
parametro del punto da esso determinato. E sa- 
ranno detti razionali od irrazionali i punti della 
retta secondo che tali sono i loro parametri. 
Po?siamo quindi dire riassumendo: 
Tulli i punti della retta u sono determinati 
mediante costruzioni di forme armoniche o par- 
Uve dai ire elementi fondamentali Ao, A„ A», 
e propriamente esattamente mediante un numero 
finito di forme armoniche se il punto è razio- 
nale; e come PUNTO limite mediante due serie 
indefinite di forme armoniche se il punto è ir- 
razionale. 
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E bene poi osservare che se noi i)rondiamo 
per unità di misura il segmento A,, A, delia retta 
M e flssiamo appunto clie Is misure delle distanze 
dei punti della retta u dal punto Ao siano posi- 
tive por i punti della retta m che si trovano da 
quella parte di A^ in cui giacciono i punti A,, 
A^,... Ari e negative le misure delle distanze 
dei punti che sì trovano dall'altra parte di Ag in 
cui vi sono i punti A^i, A-s... risulta che il 
numero da noi dotto parametro di un punto della 
retta non è altro che la misura della distanza 
di quel punto dal punto À^; e propriamente i 
punti razionali sono i punti che hanno distanze 
commensurabili coli' unità A^A^; e i punti irra- 
zionali sono quelli che hanno distanze ineom- 
mensnrabiìi coli' unità. 

5. Per punti fondamentali ^4^, A„ A«, possia- 
mo assumere tre punti quali si vogliano delia 
retta. Poiché se B^, B,, B^, sono tra punti quali 
si vogliano di una retta l del piano, proiet- 
tiamo da un centro S i punti Ba, Bt, Bx, e 
immaginiamo una retta t parallela ad SBcc a ta- 
gliare SBb, SB,, SBs, rispettivamente nei punti 
Ag, A,, Ann essendo cosi Aao il punto all'inflnito 
di i. Allora sulla retta t assumendo Ì punti fon- 
damentali Ad, A,, 1» possiamo determinare con 
forme armoniche nel modo anzidetto i punti della 
retta t. Ma poiché le punteggiate t, l sono pro- 
spettive, ad ogni punto dell'una corrisponde un 
punto dell'altra, sicché ad una forma armonica 
dell'una corrisponde una forma armonica del- 
l' altra; dunque anche i punti della retta l si de- 
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terminano come quelli della t con forme armo- 
niche a partire dai tre elementi Ba, B,, B™ come 
elementi fondamentali. Quello che ora abbiamo 
detto per una punteggiata si estende all' altre 
due forme fondamentali di 1" specie, cioè pos- 
siamo dire in generale: 

Gli elementi di una forma fondamentale di i' 
specie ai ottengono tutti con costruzioni di forme 
armoniche a partire da tre elementi (fondamen- 
tali) presi ad arbitrio nella forma, e propria- 
mente vi sono elementi (razionali) che si otten- 
gono esaltamente con un numero finito delle 
dette forme armoniche; vi sono invece elementi 
(irrazionali) ohe si ritengono determinati come 
elementi limiti di serie infinite di elementi otte- 
nuti con costruzioni di forme armoniche a par- 
tire dagli elementi dati. 

Questo teorema si può chiaramente enunciare 
anche sotto questa forma: 

Se due forme fondamentali di i' specie so- 
vrapposte sono poste in corrispondenza univoca 
tale che ad un elemento dell'una forma corri- 
sponda un elemento dell' altra ^ sicché ad una 
forma armonica corrisponda una forma armo- 
nica e le due forme hanno tre elementi uniti, 
le due forme sono congruenti, cioè ogni elemento 
dell'una ha per corrispondente l'elemento stesso 
neir altra, cioè ogni elemento è un elemento 

UNITO. 

6. Se due forme fondamentali di 1' specte 
quali si vogliano sono in corrispondenza uni- 
voca tale che ad un elemento dell' una forma 
corrisponda un elemento dell' altra; sicché ad 
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una forma armonica corrisponda una forma 
armonica, dico ehe le due forme sono proiettive, 
cioè si deducono fmia dall'altra elemento per 
elemento con un numero finito di operazioni. 

Ed invero siano p. e. le due formo due puu- 
toggiàte e siano A, B, C tre elementi dell'una ed 
A\ B', C ì tro corrispondenti dell'altra. 

Passeremo con un numero finito di operazioni 
dai tre elementi A, B, C ai tre elementi A', B', C 
e con -queste operaKÌoni passeremo anello da 
ogni altro elemento M dell'una forma ABC... 
ad un elemento M" dell'altra A'B'G',... si<;cliè 
ad uua forma armonica d'elementi Éf dell'una, 
corrisponde una forma armonica di elementi i/" 
dell' allra. Ma per ipotesi ad ogni elemento M 
di AB G... corrisponde un eli^mento M' di A'B' C 
sicché ad una forma armonica di elementi M cor- 
risponde una ferma armonica di elementi W ; 
dunque alia 2' forma A'B'G... appartengono 
due forma riferite fra loro in modo che ad ogni 
elemento M' dell'una corrispondo, un elemento 
M" dell' allra, sicché ad una forma armonica di 
elementi M' corrisponde una forma armonica di 
elementi M"; e le due forme sovrapposte cosi 
riferite hanno tre elementi uniti A', B', C; dun- 
que ogni elemento M" coincide col suo corri- 
spondeute M', cioè colle operazioni con cui siamo 
passati da A, B, G ad A', B', passeremo anche 
da ogni elemento M dell'una forma ABG... al 
suo corrispondente W dell'altro A' B' C . . . e. 
d. d. 

Di qui segue subito: 

In due forme projelUve la corrispondenza fra 



Hosted by 



Google 



Geometria projeitiva. 



i loro elemenli è determinato da tre coppie di 
elementi corrispondenti; vale a dire: 

Sebbene si può variare all'infinito il sistema 
delle operazioni che servono a passare da tre 
elementi di una forma fondamentale di 1' spe- 
cie ordmatamenie a tre elementi di un'altra, 
pure qualunque aia il sistema usato ai passerà 
sempre da un quarto elemento dell'una forma 
ad un unico e determinalo 4." elemento dell'altra. 

Ed auche: 

Due forme fondamentali di i" specie projet- 
Uve sovrapposte non possono avere più di due 
elementi uniti e se ne hanno tre sono congrurnti. 

Ammettendo il Principio dell'invariabilità del- 
le forme risulta cbe una forma armonica può es- 
sere trasportata comunque nello spazio senza che 
cessi di essere tale, dunque: 

Due forme fondamentali di f specie fra loro 
proiettive possono essere trasportate comunque 
nello spazio senza che cessino di essere projetlwe. 

Ed anche: 

Se gli elementi di due forme fondamentali di 
1" specie si corrispondano univocamente in modo 
che gli elementi dell'una forma, trasportando 
la forma stessa, possono essere condotti a gia- 
cere od a coincidere coi corrispondenti elementi 
dell'altra, le due forme sono chiaramente prò- 
jetlive. 

Cosi se nel piano un angolo completo ruota 
(comunque intorno al suo vertice, i lati dell'an- 
t,'olo descrivono due fasci sovrapposti projettivi 
(li raggi in cui sono corrispondenti i due lati 
ilell' angolo in ciascuna posizione. 
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7. Dalle cose precedenti risulta ancora che 
per il piano hanno luogo i due seguenti teoremi 
correlativi: 



iSe in un piano due 
punteggiate sono pro- 
jetUve ed hanno nel 
punto loro comune un 
punto unito le due pun- 
teggiate sono prospet- 
tive. 



Se in un piano due 
fasci sono projetiivi ed 
hanno nel raggio loro 
cormtne un raggio uni- 
to i due fasci sono pro- 
spettivi. 




Infatti [a sinistra) siano A, A'; B, B' due cop- 



Hosted by 



Google 



70 



Geometrìa projeltìvu. 



pie di punti corrispondenti (Ss-. 25) ed S il punto 
unito delle due punteggiate projeitivo u, u'. 

Posto 0=AA.BB' le operazioni che servono 
a passare dai punti S, A, B A\ u ai corrispon- 
denti punti S, A', B' di u' sono; la projezione 
Ai SAB dal eentro e la sezione con «'; e per 
il teorema 1.° del n." 6 queste operazioni condur- 
ranno anche da un punto qualunque H di m al 
suo corrispondente M'; cosi le due punteggiate 
u, u' sono le sezioni del fascio di centro ep- 
però sono prospettive, e. d. d. 

Correlativamente pì dimostra il teorema a de- 
stra. 

8. Poiché la corrispondenza in due forme 
projettive è determinata da tre coppie di ele- 
menti corrispondenti, possiamo ritenere risoluti 
nello tre maniere che andiamo ad esporre i se- 
guenti problemi fra loro correlativi nel piano: 

Date nel piano tre Date nel piano tre 
coppie: coppie: 



À,A>; B,B'; C,C' 

di punti corrispondenti 
in due punteggiale u, v 
che debbono riferite fra 
loro p r oj et divamente 
costruirne quante altre 
eopjne ai vogliano di 
punti corrispondenti. 

a) Sulla retta AÀ' 
(fig. 26) si assumano ad 



a, a'\ b, 6'; e, & 

di raggi corrispondenti 
in due fasci di centri 
U, V che debbono es- 
sere riferiti fra loro 
projettivamente eo- 
struirne quante altre 
si vogliano coppie di 
raggi corrispondenti. 

a) Pel punto a a' 
(Sg. 27) si conducano 
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arbitrio i punti S, Sj. 
Sia poi 

e sìa inoltre: 

B,C, = w. 
Per avere il corrispon- 



due rette ad arbitrio 
Si, s>; e sia poi: 

Si 5 .s, 6' = 6g, 
Si e . Si e' = Co 

e sia inoltre: 

b. Co = W. 
Per avere il raggio del 




dente in v del punto 
qualunque i> di w basta 
projettare D da Si ta- 
gliare con te in. D,, indi 



fascio Fcorrìspondento 
al raggio qualunque d 
del fascio U basta ta- 
gliare d con «1, indi 
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projettare da Sa e ta- 
gliare con V in B' che 
sarà ì! punto doman- 
dato. 



projeUaro da ff ad ot- 
tenere il raggio rfo. ta- 
gliare do con Si\ e po- 
scia projettaudo il pun- 
to ottenuto da T, il 
raggio A' ottenuto sarà 
il richiesto. 
li) Prendiamo per 




punto S| il punto 1' e 
per punto 5^ il suo cor- 
rispondente A ; in tal 
caso la retta w (flg. §8) 
è quella ohe unisce i 



rotta Si il raggio a' e 
per a, il suo corrispon- 
dente a; in tal caso il 
punto IF (flg. 29) è 
quello comune alle 
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punti I rette 

AB' .A' B, AC'.A'C. ab' .a'b, a e', a' e. 
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La retta i 



e due 



rette w, v delle punteg- 
giate nei puQti che cor- 
rispondono a! punto ut 
comuiie alle due pun 



Il punto W projetta i 
centri dei due fasci so- 
eondo due raggi che 
sono quelli ohe corri- 
spondono al raggio co- 



teggiate; e quindi la mano I/F ai due fasci 




retta w è la stessa se 
alia coppia A A' (!Ì pun- 
ti uorrispondenti sosti- 
tuiamo le coppie BB' , 
o ce od una coppia 



una volta considerato 
come appartenente al- 
l'uno e poi all'altro dei 
due fasci; quindi il 
punto W è sempre il 
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quaìuoque di punti cor- 
rispondenti per costrui- 
re, come con A, A', le 
due punteggiate, dun- 
que: 



In due punteggiate 
proiettive sul piano le 
coppie di rette, come 
AB', A'B;... congiun- 
genti runa due punti 
non corrispondenti nel- 
le due punteggiate, l'al- 
tra i loro corrispon- 
denti si tagliano in 
punti di una retta fis- 
sa w. 

Ed osservando che 
l' esagono ordinario 
AB', CA', BC è un e- 
sagono di Pascal ri- 
sulta : 

Se un esagono sem- 
pMee ha i vertici di po- 
sto pari sopra una retta 
e quelli di posto dispari 
sopra un'altra retta è 
allora un esagono di 
Pascal. 

e) Finalmente pren- 
diamo per punto S,, Si 



medesimo se alla cop- 
pia a a' dì ragjfi corri- 
spondenti sostituiamo 
un'altra eoppia qualun- 
que di raggi corrispon- 
denti per costruire, co- 
me con a a', i duo fasci 
projettivi, dunque: 

In dm fasci projet- 
tivi nel piano le cop- 
pie ài punti, come a V 
a' b... intersezioni l'u- 
no di due raggi non 
corrispondenti, l'altro 
dm loro corrispondenti, 
sono allineate con un 
punto Jisso w. 



Ed osservando che 
l'esagono ab' e a' b e' 
è un esagono ordinario 
di Pascal, risulta: 



sem- 
plice ha i lati di posto 
pari concorrenti in un 
punto quelli di posto 
dispari in un uUro 
punto, è allora un esa- 
gono di Pascal. 

e) Finalmente pren- 
diamo per rette Sa, a, 
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i punii ÌQ cui le rette 

RB' = h, CC' = c 
retta AA' =a 



(fiff. 30). 



rispettivamente le con- 
giungenti i punti 

hh' = B, cé = C 



col punto a a 
gurrt 31). 



= A (H- 




Allora sarà w = B' C; 
e se sia D' il punto di 
V corrispondente al 
punto D di w, ponendo 
DD' - d osserviamo che 
l'esagono acudvò è 
un esagono di Brian- 
chon. 



Allora sarà W=bc'i 
e se sia d' il raggio del 
fascio V che corrispon- 
de al raggio d assunto 
nel fascio U, posto 
dd'=D,saràACVDUB 
un esagono dì Pascal. 
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§ 9. Forme fondamentali di 1* specie 
iti involuzione, 

1 . Siano AB CM ... A' ir C M' due punte}?- 
giate projettive sovrapposte giacenti suìla retta 
w dui piano, ed M M' una coppia qualunque di 
punti eorrispondenti distinti. Ke immaginiamo 
pel punto M dell'una punteggiata una retta ad 
arbitrio e su di essa due centri fi,, Si di proje- 
zione le due punteggiate saranno progettate in 
due fasci 

S,{ABCM...] S,(A'B'C'M'...) 

essenzialmente projeUivi e non prospettivi; e al 
raggio Si S3 considerato come appartenente al 
fascio S, corrisponderà nel fascio S, il raggio 
che ya al punto W della punteggiata A' B' G M'... 
corrispondente al punto M di ABCM... Ma il 
punto M della retta w possiamo anco riguar- 
darlo appartenente alla punteggiata A' B'CM'... 
ed allora per trovare il suo punto M,, corrispon- 
dente in ABCM... basterà considerare i! rag- 
gio Si S2 come appai'tenente al fascio Sa e il suo 
raggio corrispondente in S, segherà la u nel 
punto M„ richiesto. Segue da ciò che nel solo 
caso particolare in cui i due raggi che corri- 
spondono ad S| Sj si segano in un punto M' della 
retta u, ha luogo la proprietà che al punto M 
sia considerato appartenente alla prima punteg- 
giata che alta 2" corrisponde sempre lo slesso 
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punto M'. Ma ifl tal caso, per un tcoreuja del § 8, 
n. 8, b), ogni punto di u ha sempre il medosimo 
corrispondente, sia considerato appartenente alla 
1" chf alla 2' punteggiata; dunque: 

Come in due punteggiate projetUve sovrappo- 
ste cosi in generale in due forme fondamentali 
di f" specie proiettive sovrapposte ad un ele- 
mento riguardato come appartenente all'una e 
poi all' altra forma corrisponde un diverso ele- 
mento; ma se ha luogo che ad un elemento 
riguardato come appartenente all'una e poi al- 
l'altra corrisponda lo stesso elemento, questa 
proprietà ha luogo per tutti gli elementi delle 
due forme. 

2. Nel caso particolare accennato nel teo- 
rema precedente le due forme projettive si di- 
cono io involuzione o in corrispondenza involu- 
toria; oppure si dice che gli elementi delle due 
formo si corrispondono con permutabilità o in 
doppio modo; e due elementi corrispondenti s 
chiamano coniugati. Si dice poi anche breve- 
mente che si ha in tal caso una involunione di 
punti, di raggi o di piani, secondo che le due 
forme sono punteggiate o fasci dì raggi o fasci 
di piani. 

Possiamo quindi enunciare i seguenti teorem' 
correlativi nel piano 



Due fasci projettivi 
di raggi in un piano 
sono tagliati da una 
retta del piano in due 
punteggiate projettive 
sovrapposte e nel caso 



Due punteggiate pro- 
jettive in un piano so- 
no projettate da un 
punto del piano in due 
fasci projettivi sovrap- 
posti di raggi; ma se 
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particolare in cui la 
retta segante passa pei 
punto comune ai due 
raggi che nei due fasci 
progettivi corrispondo- 
no al raggio loro co- 
mune le due punteg- 
giate sono in involu- 
zione. 



il eentro di proiezione 
è pretto sulla retta con- 
giungente i punti che 
nelle due punteggiale 
projetUve corrispondo- 
no al punto loro co- 
mune, i due fasci pro- 
jettanti sono in invo- 
luzione. 
Risulta subito ancora che; 
La corrispondenza in due forme projettive in 
involuzione è determinata da due coppie di ele- 
menti conjugati. 

Ed invero siano, per es., A,A'\ B, B' duo cop- 
pie di elemenli conjugati di nn'invoiuzioDe di 
punti; ai punti AB A' dovranno allora corrispon- 
dere i punti A'BA. Colle tre coppie AA', BB', 
A' A di punti corrispondenti, resta doterrainata 
una corrispondenza proiettiva; nella quale una 
coppia di punti si corrispondono ib doppio modo: 
epperò una tale corrispondenza è la corrispon- 
denza involutiva voluta, detcrminata così dalle 
due coppie A, A'; B, B' di elementi corrugati. 

3. Se consideriamo una punteggiata ABCD 
di quattro elementi possiamo determinare un'in- 
voluzione eolle coppie AB, CD di elementi con- 
jugati ; e allora sarà AB GB proiettiva a. BADC. 
Similmente possiamo determinare un'involuzione 
colie coppie AC, BB di elementi conjugati e 
allora sarà ABCD proiettiva a CBBA. Final- 
mente potremo determinare un' involuzione collo 
coppie A, D; B, C di elementi conjugati e allora 
sarà ABCD proiettiva a DCBA. Possiamo quindi 
enunciare in generale il teorema: 
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Una forma fondamentale di i' specie compo- 
sta di quattro elementi, presi in un certo ordine, 
rimane projettiva a sé stessa se si scambiano 
fra loro i primi due e gli ultimi due elementi; 
oppure si scambiano i primi due cogli ultimi 
due elementi; o si prendono gli elementi in or- 
dine inverso. 

4. Ciò posto hanno luogo nel piano i se- 
gueati teoremi correlativi: 



Le coppie dei lati 
opposti di un quadran- 
golo vengono tagliati 
da una retta in tre 
coppie di punti coniu- 
gati di una stessa in- 
voluzione. 



Le coppie di vertici 
opposti di un quadri- 
latero vengono projet- 
tate da un punto in 
tre coppie di raggi con- 
jUgati di u/na stessa 
involuaione. 



Infatti (a sinistra) sia LMNP il quadrangolo 
(flg. 32) e la retta che seghi le coppie LM, IfP; 
MN, LP; NL, MP di lati opposti rispettiva- 
mente nelle coppie di punti A, A'; B, B'; C, C. 
Essendo : 

MP.LN~E, 
sarà il fascio: 

N{PC'EM], 
projettivo al fascio: 

L(PC'EM]; 
epporò la punteggiata: 

^'OGB, 
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projeftiva alla punì 



e qamìì un che alla AG GB'; onde è dimostrato 
che le coppie: 




FiU. 39. 

t!i punti sono coppie di punti conju^ati in una 
stessa involuzione. Seguendo il principio di dua- 
lità possiamo ritenere dimostrai o il teorema a 
destra. 

Dai teoremi ora dimostrati discende facilmente 
la soluzione dei problemi seguenti correlativi nel 
piano; 

Date due coppie di \ Date due coppie di 
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raggi conjìigati in una 
involmione di raggi di 

un fascio, eosiruire per 
ogni altro raggio del 
fascio il suo coniugato. 



elementi coniugati di 

ìm'involu%ione di punii 
sopra una retla, co- 
struire per ogni allro 
punlo della retla il suo 
eonjugalo. 

lu particolare per l'involuzione di punii sopra 
una retta potremo eostruire il punto che è 
eoDJugato del punto all'influito della retta. Un 
tal punto dicesi il punto centrale dell' involu- 



g 10. Relazioni metriche della projettivìtà e della 
involuzione delie forme fondamentali di 1" specie. 

1. Siano AB due punti di una retta u del 
piano. Indichiamo, come si è già fatto, con AH 
la misura del segmento fluito che ha Vorigine 
in .d e Vestremo in B', cioè con AB indichiamo 
la misura dol segmento di retta generato dal 
punto A che si move al finito fino in B; facendo 
però per tale misura la convenzione che siano 
numeri di uno stesso segno le misure dei seg- 
menti di retta generati nello stesso senso; sicchò 
AB, BA sono numeri opposti cioè si ha: 

Afì + BA = {!) 



AB=~BA. [f] 

tìa ciò segBB fenio abbiamo già osservato che 
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se C è un terzo punto preso sulla retta, se ge- 
neriamo i segmenti consecutivi che hanno le mi- 
sure AS, BG, CA J;orniamo al punto di partenza, 
si ha quindi; 

AJÌ-ì-iJC4-Cl = 0. (3} 

E per la (2) si ricava: 

AB=AG+OB ) 



AB = CB-CA. 



(i) 




2. Siano ora w, u' due punteggiate prospei- 
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tivo (fìg. 33) sezioni del l'ascio colle rette u, 
u' che supponiamo non parallele cioè sogantesi 
in un punto al fluito S. 

La parallela condotta da alla u' segherà la 
u nel suo punto Umiie K; e la parallela condotta 
da alla u segherà la ti' nel suo punto Umite 
Q'. Cioè R, Q' sono i punti di u, u' che hanno 
i loro corrispondenti all'infinito. Conducendo poi 
un raggio da a tagliare u, u' nei punti A A', 
saranno tali punti fra loro corrispondenti nella 
duo punteggiate prospettive; ed il punto S sarà 
un punto unito. I triangoh simili OQ' A\ ORA 
danno in valore assoluto: 

BA__ 0_R^ 
~0Q' -Q'À' ' 



fìA.Q' A'=OR.OQ' 
od anche: 

fìAQ'A' = RS.Q'S 

onde risulta che il prodotto RA.Q'A' è eostante 
in segno ed in valore qualunque sia la coppia di 
punti con'ispon denti delle rfue punteggiate pro- 
spettive. Ora la projcttività di due forme non 
dipende dalla posizione relativa delle due forme, 
, ma dipende dalla posizione scambievole degli ele- 
menti in ciascuna forma; quindi: per due pun- 
teggiate projettive quali si vogliano i cui punti 
limiti siano al finito; cioè per le quali al punto 
all'infinito dell'una non corrisponda il punto 
aU'ir^nito neU'alpra, ha luogo la proprietà ch$ 
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il prodotto delle disianze dei punii limiti a due 
punti eorriapondenti è costante. 

Se dunque indichiamo con R, Q' i punti limiti 
di due punteggiate projetti^re quali si vogliano 
con X, X' una coppia corrente di punti corri- 
spondenti, sarà: 

RX.Q'X' = K (a) 

ove con K si indica una costante. Viceversa poi 
(lati B, Q', e il numero K la {a) da una corri- 
spondenza proiettiva fra i punti di due rette w,w', 
essendo R un punto della w e Q' un punto di u'. 
Poiché, se immaginiamo per un punto ^ di m 
determinato il suo corrispondente A' in w'; e 
siano rispettivamente jÌ^ e A'^. i punti all' infi- 
nito di u, u' basterà colle tre coppie 

R, A'»; A^, Q'; A, A' 

di punti corrispondenti, costruire quante altre si 
vogliano coppie di punti corrispondenti nella 
corrispondenza projettiva determinata delle tre 
coppie prese, che allora si avranno due punteg- 
giate riferite fra loro nel modo dato dalla {a). Gli 
è perciò che noi diremo che la relazione [a) rap- 
presenta la projettività di due punteggiate dotate 
di punti limiti. 

3. Supponiamo ora che le punteggiato u, u' 
siano le sezioni di un fascio di raggi paralleli; 
oppure siano sezioni parallele di un fascio di 
centro al finito; in entrambi i casi le .due pun- 
teggiate prospettive sono tali che al punto al- 
l' iniinito dell'una corrisponde il punto all'infinito 
dell'altra, e le duo punteggiate dìconsj simiti. Se 



Hosted by 



Google 



Geometria projeiUva. 87 

poi siano A, B, C tre elemonti dell'una punteg- 
giata u e -4', B', C i loro corrispondonti noll'àl- 
tra, nel primo caso per un noto teorema di geo- 
metria elementare si ha subito; 

AC BC 
^^ = -^=^ costante; 

6 nel secondo caso si ha pure la stossa relazione 
avuto riguardo alle coppia di triangoli simili: 

OAC, O'A'C; ose, O'B'C; 

e quindi por la stessa osservazione fatta per la 
[a] possiamo dire; 

He due punteggiate projettive sono simili, cioè 
tali che al punto alf infinito dell'una corri- 
sponda il punto all'infinito dell'altra, il rap- 
porto della misura del segmento di due punti 
dell'una a quella del segmento dei due corri- 
spondenti dell'altra è costante. 

Ed anche qui possiamo dire che so A, A' rap- 
presentano due punii fissi presi rispettivamente 
sullo rotte u, u'; X, X' due punti variabili di 
esse; e finalmente sia K un numero Y equazione 

il-. 

rappresenta due punteggiate projettive simili 
sulle rette u, u'. 

4. Supponiamo ora che le due punteggiate 
projettive u, u' non simili siano sovrapposte, 
inoltre siano in involuzione. Allora Ì punti limiti 
R, Q' dovranno coincidere in un sol punto 0, 
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punto centralo dell' involuzione, cioè l'equazione: 

OX.OX'^K (e) 

sarà l'equazione dell' involuzione per la quale il 
punto ceutrale (punto limite delle due pun- 
teggiate) è al finito. 

Se il punto X coincide col suo corrispondente 
X', sarà: 

quindi: 

0X= ±\/7f 

onde se ff è positivo esisteranno due punti uniti 
egualmente distanti dal punto cintrale 0. I 
punti uniti saranno detti i punti doppi dell'in- 
voluzione e l'involuzione sarà detta allora posi- 
tiva. Sarà poi detta negativa l'involuzione priva 
di punti uniti, cioè quando nell'equazione che la 
rappresenta il numero K è nef^ativo. 

5. Se poi il punto all'infinito delle due pun- 
teggiate in- involuzione è un punto unito: cioè se 
le due punteggiate sono iu involuzione e simili, 
dovrà essere per la (5): 

A'X' 



perchè In tal caso ad un punto dovendo corri- 
spondere sempre lo stesso punto sia conside- 



Hosted by 



Google 



Geometria projettiva. 89 

rato appartenente alla punteggiata descritla da 
X che a quella descritta da X', risulta, riferendosi 
ad una stessa origine 0, ess'ere necessariamente 
K=-l. 

Un elemento doppio dell'involuzione è in tal 
caso il punto all'infinito della retta u: osserviamo 
poi che ciascun segmento determinato da due 
punti coniugati ha lo stesso punto di mezzo, ohe 
è l'altro elemento doppio dell'involuzione; onde 
segue che ogni coppia di elomenti conjugati di- 
vide armo Dica mente gli elementi doppi. 

In generale un'involuzione positiva è determi- 
nata quando siano dati i suoi punti doppi: ed 
appunto vengono ad essere date due coppie di 
elementi conjugati, in cui ciascun eiemonto.di 
una coppia ò conjugato a sé stesso ed ogni in- 
voluzione positiva, vale a dire che ha due ele- 
menti doppi, è costituita dalle coppie di punti 
che dividono armonicamente gli elementi doppi. 

Infatti se E, F sono gli elementi doppi di una 
involuzione positiva per costruire l'elemento A' 
conjugato di A basta (vedi n. 4, § 9) immaginare 
per E due rette ad arbitrio per A una-retta a ta- 
gliare le due rette prima condotte in L, M. Allora 
sia: 

MF.LE^Q, LF.EM=P; 

e sia; 

]ilL.PQ = S. 

Il fascio: 

HiEFAA'), 
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è armonico e siccome A' è per costruzione il con- 
jugato di A, cosi rosta dimostrato appunto che la 
punteggiata EFAA' è armooica; ' 



Un'involuzione positiva è composta delle cop- 
pie di dementi coniugati che dividono armoni- 
camente due elementi fissi che sono gli elementi 
doppi dell'involuzione. 




6. Gonsiderianio nel piano due cerchi (fig. Si) 
che si segano in duo punti S, S' e tagliamo i 
due cerchi con una retta u ad ottenere le cop- 
pie di punti A, A'; B,B'. La retta u seghi al fi- 
nito la retta SS' e in un punto del segmento 
S S'. Per note proprietà del cerchio so condu- 
ciamo un cerchio qualunque passante per i punii 
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S, S' a tagliare ia retta u nella coppia di punti 




CO avremo: 
OÀ.OA'=-0B.0B' = 0C.0C'... = aosti.aÌ6; 
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perchè Tale il prodotto OS. OS'. Di più il va- 
lore K della costante è negativo; dunque tutli i 
eereht ehe passano per i punii S, S' segano la 
retta u del piano in coppie di punti coniugati 
di ima stessa involuzione negativa lU punti di 
cui è il punto eentrale. 

Se poi la retta u segasse in il prolunga- 
mento della corda LM comune a tutte, i eeroM 




che passano por L, M, allora (fig. 35 e 25 bis) 
essendo A, A'; B, B' ... coppie di punti in cui i 
cerchi condotti per £, M segano la retta u, si 
avrà in segno ed ia valore: 

OA.OA[=On.OB'^...-OL.O M= 
OE' = OF\ 

ove con CE, Oh'' si indicano lunghezze eguali 
alla porzione di taDg:6nte condotta .da ad uno 
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qualunque dei cerchi e terminata al suo puuto 
di contatto. Dunque: tutii i cerchi passanti per 
Ti, M segano la retta « in coppie di punti con- 
Jugati di ima stessa involuzione positiva, di cui 
è il punto centrale, ed EF sono i punti doppi. 
7. Dalle cose esposte discende ovvia la eo- 
struzione dell' iflvoluziooe col cerchio essendo 
date due coppie di elementi conjugati. Poiché 
basterà prendere un punto / qualunque del piano 
sul quale è dato la retta; per questo punto e 
per r una e l' altra coppia di punti conjugati 
condurrò un cerchio; i due cerchi ottenuti si 
segheranno in un altro punto M; per avere al- 
lora il cocjugato di un punto qualunque C ba- 
sterà condurre il cerchio che passa per i tre 
punti LMC, che allora la retta u sarà tagliata 
dal cerchio in un punto G che è il coniugato 
richiesto di C. Osserviamo poi che se i segmenti 
A A!, BB' detcrminati da duo coppie dato di 
punti conjugati hanno una parte comune, come 
nel caso della figura 34; l'involuzione È nega- 
tiva, e quando l'uno segmento A A' è esterno, 
oppure interno all'altro, come nelle figure 35 e 
33 bis, allora l'involuzione è positiva. 

Nel caso dell'involuzione negativa si possono 
costruire (come appunto si e fatto nella tig. 34} 
sopra A A' e BB' come diametri due cerchi che 
si segheranno cortamente in due punti iS, S equi- 
distanti dalla retta u\ e tutti ì cerchi che pas- 
sano per S S' hanno i loro centri sulla retta, e 
projettando da S o da S' una coppia qualunque 
di punti conjugati, si ottengono due raggi pro- 
jettauti ad angolo retto, cioè: 
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Le coppie di punti eonjugaii di un'involu- 
sione negativa sopra una retta del piano sono 
viste da due punti del piano sotto angolo retto. 

Ed anche: 

/ lati di un angolo retto ehe nel piano ruota 
intorno al suo vertice generano due fasci di 
raggi m involuzione essendo conjugati i due 
lati dell' angolo in ciascuna posizione. 

8. Due involazioni sopra una stessa retta 
possono avere due punti conjugati in comune, 
e per trovarli basta assumere un punto P nel 
piano in cui immaginiamo posta la retta, e co- 
struire i due cerchi passanti per P e per le 
coppie di punti coujugati dell'una involuzione; 
e i due cerchi per l'altra. I primi due cerchi si 
segheranno in un punto jtf, e gli ultimi due in 
un punto N; e se il cerchio che passa per i tre 
punti MNP sega la retta dejl' involuzione, i due 
punti d'intersezione saranno chiaramente i punti 
domandati. Dalle costruzioni indicate deriva che 
se l'una involuzione è negativa e l'altra posi- 
tiva, oppure se le due involuzioni sono entrambe 
negative esisterà certamente la coppia doman- 
data di punti. Se le due involuzioni sono posi- 
tive il problema proposto equivale evidentemente 
a questo: 

Trovare la coppia di punti della retta che di- 
vide armonicamente due coppie date di punti, 
che sono le coppie degli eiement'i doppi delle 
involuzioni. 
Od anche: 

Trovare gli elementi doppi SelVmvolu^rte 
che ha per coppia di elamenti eom^ttgaU gli ele- 
menti doppi di due date. 
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Da ciò che procede segue quindi che la cop- 
pia di punti richiesta non esìsterà quando l'una 
coppia di elementi doppi separa l'altra coppia; ed 
esisterà sempre nel caso contrario. 

Perchè tagliando con una retta un'involuzione 
di raggi di piani si ottiene una involuzione di 
punti; così i problemi risoluti per le involuzioni 
di punti sopra una retta si possono ritenere ri- 
soluti anche per le involuzioni di raggi e di 
piani. Quindi in un'involuzione di raggi o di 
piani potremo ritenere determinata la coppia di 
raggi di piani coniugati ad angolo retto. Se 
l'involuatone di raggi e di piani è positiva la 
coppia richiesta è formata dalle bisottrioi degli 
angoli dei due raggi doppi; e dai piani bisettori 
gli angoli diedri dei due piani doppi. In un' in- 
voluzione di raggi di piani non ci potranno 
essere che due raggi e due piani coniugati ad 
angolo retto o altrimenti se vi siano due coppie 
di tali elementi conjugati l'involuzione si com- 
porrà di tutte coppie di raggi e di piani ad angolo 
retto fra loro come coppie di elementi conjugati. 

§ 11. Rapporti anarmontci. 

1. Siano date due punteggiate prospettive 
u, u' rappresentate dall'equazione: 

RX.Q'X' = K (1) 

e due punteggiate tt, «' prospettive simili rap- 
presentate dall'equazione: 
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Siano A, B, C, D quattro dell'una punteggiata, 
A', B', C, D' i corrispondenti dell'altra. Per le 
primo punteggiate avremo dalle (1); 





-=.^ 


r. nC^^; 


onde: 








MC RA-AG K^.^,'^,^^ 


Similmente sarà: 






BC = - 


B'a 

Q'B . Q' e ' 


onde: 








AC 


A' C . 1' Q' 




se 


B'C ■ W Q' ■ 


Ed 


analogamente: 






AD 


A' fl' A' Q' 




III) 


B' D' ' B'Q' • 


onde: 








AC AB 


A' a A' B' 




BC ■ BB 


B' C ' B'II' ■ 



Chiameremo rapporto anarmonieo o doppio 
rapporto dei quattro punti A, B, C, D presi nel- 
l'ordine scritto, la fuDzione segmenlaria 



AC _ AD 
B C ' BD 
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e la indicheremo col simbolo; 

[ABC])). 

Con questo notazioni ìa (1) si scriverà: 

[ABQD] = [A'B'GD'). (I) 

2. Se chiamiamo con Aoo il puuto all'inlìnito 
della retta w, essendo 

AAoo _ 
~BAZ~ ' 
si ha per la (4) 

[ABCA^)--=[A'B'G'Q'). 
Del resto che sìa: 

AA^ 
BA^ ' 
si può vederlo osservando che si ha: 
AD _ AB + BD ^ AB 
BD ~ JD Bl) "^ ' 

e quando il punto D si allontana indefinitamonte 
da qualunque punto al finito di u per acquistare 
la posizione Aao si avrà: 



epperò : 



lu7 = '- 
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Egualmente per l'equazione (2) di due pun- 
teggiate prospettive simiti avremo la (I) ove: 

A>À'\ B,B'; G,C'; D,D' 

sono quattro coppie di elementi corrispondenti; 
onde risulta per la definizione data, il teorema: 

In due punteggiate proapeltive quali si vo- 
gUana il rapporto anarmonico di quattro punti 
dell'una presi in un eerto ordine eguaglia quello 
dei loro corrispondenti nell'altra. 

Ed anche: 

// rapporto anarmonico dei quattro punti in 
cui una trasversale sega ordinatamente quattro 
raggi a, b, e, d di un fascio ha un valore co- 
stante. 

Diremo perciò che il rapporto anarmonico dei 
quattro punti è il rapporto anarmonico dei quat- 
tro raggi del fascio presi nell'ordine considerato 
a, b, e, d 6 indicheremo con {ab ed) un tal rap- 
porto anarmonico. 

3. Siano ora u, p, y, 5 quattro piani dì un 
fascio segati ordinatamente dalle rette t, t' nelle 
quaderne ; 

A, B, C, D; A', B', C, D' 

di punti (flg. S6}. 

Conduciamo per t, t' due piani a tagliare cosi 
i quattro piani nei dne fasci di raggi: 

0[ABCD), 0'[A' B'C D'). 

I due piani cosi condotti si segheranno secondo 
una retta che taglia i quattro piani del fascio 
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ordinatamente nei punti 

-4„ B„ Co fl„ 




che formano una punteggiata prospettiva tanto 
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al fascio 






0[ABCB] 


che ad 






0' [A' B' C W); 


dunque ; 






{ABCBÌ={A'B'C'B'), 



ossia it rapporto acarmonieo dei quattro punti, 
ed anche il rapporto dei quattro raggi in cui 
una trasversale ed un piano segano quattro piani 
di un fascio presi in un certo ordiue, ha un va- 
lore costante. 

Diremo perciò rapporto anarmonieo di quattro 
piani a, p, 1, S di un fascio presi in un Ordina 
determinato, per es. nell'ordine scritto, il rap- 
porto anarmonieo dei 4 punti o dei 4 raggi in 
cui una retta od un piano segano i 4 piani del 
fascio ; e indicheremo tal rapporto con (« p y 5), 

4. Dalle deflnisiiom date di rapporto anarmo- 
nieo di 4 elementi di una forma fondamentale di 
1» specie, deriva che il valore di quel rapporto 
non cangia quando sopra la forma considerata 
di 1° specie si eseguisca un'operazione per ot- 
tenerne un'altra forma. Cioè abbiamo il teorema: 

In due forme fondamentali di 1' specie pro- 
iettive il rapporto anarmonieo di 4 elementi 
deiruna presi in un eerto ordine eguaglia quello 
dei loro corrispondenti nelV altra. 

5. Sulla retta u del piano siano dati i tre 
punti A, B, G ^ si voglia il punto X, per cui sia 

{ABCX) = K (1) 

essendo E un numero dato. 
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L'equazione (I) equivale a 
AX _ AC 

cioè il problema proposto equivale a quello della 
ricerca del punto X ohe divide il segmento A B 
in un rapporto dato K,. Esseado; 

AX=AB+BX 

l'equazione ultima diventa; 

AB + BX'^K,BX, 
onde: 

che dà il valore del segmento che determina il 
punto X richiesto. 

Il problema proposto ha una sola soluzione 
come dipendente da un'equazione di primo grado. 



So ora conduciamo pel punto C di w {Gg. 37) 
una retta ad arbitrio, e a partire da G portiamo 
due segmenti CA', GB' le cui misure abbiano 
fra loro il rapporto K, quindi i segmenti stessi 
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saranno presi, a partire da C, da una stessa parte 
o da parti opposte delia retta u secondo che K 
è positivo negativo, allora, essendo 
S = AA' .BB', 

la parallela da S alla retta condotta per C se- 
gherà la retta w in un punto D tale che: 

cioè D sarà il punto X richiesto; dunque: 

Dati tre elementi di una forma fondamentale 
di 1' specie e presi in un certo ordine, resta 
determinato in modo imieo il quarto elemento, 
tale ehe il rapporto anarmonico dei 4 elementi 
in discorso sia eguale ad un numero dato K. 
Di qui risulta subito: 

iSe dme forme fondamentali di P specie sono 
riferite fra loro in modo ehe ad un elemento 
dell'una corrisponde un elemento dell'altra sic- 
ché il rapporto anarmonico di 4 elementi del- 
l'una eguaglia quello dei corrispondenti nel- 
l'altra, e le due forme essendo sovrapposte, hanno 
tre elementi omiti, le due forme sono congruenti; 
cioè ogni elemento .delFuna ha per corrispon- 
dente l'elemento stesso, cioè tutti gli elementi 

sono UNITI. 

E segue ancora: 

Due forme riferite fra loro in modo che ad 
un elemento dell'una corrisponda un elemento 
dell'altra, sicehè il rapporto anarmonico di 4 
elementi dell'una sia eguale a quello dei loro 
corrispondenti nell'altra, sono proiettive. 
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E segue accora come: 

La corrispondenza in due forme proiettive è 
determinata da tre coppie di elementi eorriapon- 
denti. 

Se due forme sono projetlwe si possono co- 
munque trasportare nello spazio che rimangono 
sempre tali. 

6. I 4 elementi A, B, G, D di una forma fon- 
damentale di 1* specie, por es., di una punteg- 
giata, si possono considerare in 24 ordini diffe- 
renti, tanti quanti sono le permutazioni di 4 
cose; avremo cosi 24 rapporti anarmonioi, i quali 
si ottengono a sei a sei ponendo uno degli ele- 
menti al primo posto e permutando gli altri tre. 
Ora per il teorema del n. 3 paragrafo 9 si ha: 

[ABGD)'=[BADC)='[GDAB) = [DCBA) 

cosi per ogni rapporto anarmonico in cui vi sia 
al primo posto l'elemento A possiamo formarne 
altri tre in cui al primo posto vi siano rispetti- 
vamente gli eieraenti B, C, D e che sono eguali 
al primo. Per la considerazione quindi dei valori 
dei 24 rapporti anarmonici nominati, basterà a- 
vere riguardo ai sei che hanno uno stesso ele- 
mento al primo posto, per es., T elemento A e 
che si ottengono permutando gli altri elementi. 
Ora, di questi sei rapporti, due che differiscono 
per avere gli ultimi due fra loro permutati danno 
per prodotto l'unità e si dicono reciproci. Cosi 
sì ha appunto subito mettendo in luogo dei sim- 
boli le loro espressioni: 



(ABCI))(ABDC)^l. 
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Dae rapporti anarmonìci che differiseono per 
i medi permutati danno per somma runità e si 
dicono complementari. Così si tia: 

[ABCD) + (ACBD] = 1. 
Infatti si ha identicamente : 

AB.GD + BC.AD-tCA.BD = [a] 
perctiè essendo: 

AB = AD + l)B 
B G = BD + DC 
CA=CD+DA 
si ha che la somma dei prodotti proposti equi- 
vale alla somma; 

CD{AD + DIi)-^AD{BB-i-DC) + 

+ BB{GD + BA] 

che È evidentemente nulla perchè composta di 
termini a due a due opposti. Dalla identità (o) 
si ricava suhito (dividendo per BC.AB): 

AC _AD AB _AD _ 
BC ' BD'^ CB ''~CD~ 

che è quanto si voleva dimostrare. 

Segue da ciò che i valori dei sei rapporti a- 
narmonici, ch« hanno al primo posto uno stesso 
elemento A, sono tah che dato il valore K di 
uno dei sei rapporti anarraoaiei sono determi- 
nati i valori di tutti gli altri. Infatti sia: 
{ABGB] = K 
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(ACBD] = Ì-K 
1 



{ADBC] = i~^ = ^ 



8. Ossoryiamo poi che il rapporto anarmonico 
{AB CD) non può assuoiere i valori 0,i, oc senza 
che duo degli elementi coincidono; cosi perchè 
assuma il valore dovrà coincidere ii primo 
elemento A co! terzo C, oppure il 2° B col 4" B; 
per ricevere il valore / dovrà coincidore il primo 
col 2°, oppure il 3" col 4°; Analmente per avere 
il valore oc dovrà coincidere il 2° col 3" o il 
primo col 4°, 

-Se poi sia (ABCÌ)) = — 1 allora, per la co- 
struzione data al n. 5, la punteggiata AB CD è 
armonica; e dicesi perciò armonico anche il rap- 
porto anarmonico che ha il valore — 1. Viceversa 
poi se una forma ABGD è armonica, il suo rap- 
porto anarmonico ha il valore — 1. Ciò è statò 
già dimostrato nel % 8. Ma si vedo anche cosi: 
Essendo ABCB una forma armonica si ha: 

(ABCD) = {BACD), 
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ed anche: 

{AGBD) = (BGAD], 

onde riducendo si ricava: 

che è quanto si volerà dimostrare. La relazione 
armonica (I) si può anclie mettere sotto la forma: 

AC AB „ „,, 

inr+Tor="- (" 

Ora essendo: 

AD = CB'-CA, BD = GD-CB, 
sostituendo tali valori nella (I)' si ha: 

CI) È\GA CB ) ^ ' 

Fioalmente se è il punto di mezzo del seg- 
mento GB sarà: 

co = on = -oc, 

quindi sarà: 

AC=OG-OA, AD^-{OG+OA], 
BC=OG-OB, BD = ^{OC + OB}, 

e sostituendo nella (1)' tali valori, ridueendo si 
ricava: 

oc" = A . B =~OJJ (I)' 

che è un'altra forma sotto la quale può essere 
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posta la relazione armonica. Se facciamo variare 
gli elementi A, B corrìspoDdentemente tenendo 
fissi ^\\ elementi C, D, V equazione {If ci rappre- 
senta un'involuzione positiva che ha per elementi 
doppi C, D; e si viene di nuovo a dimostrare che 
in un'involuzione positiva due elementi conjugati 
dividono armonicamente gli elementi doppi. 
Osserviamo da ultimo che l'è 



{ABGX) = [A'B'GX'] 

HI .aiinie dogli elementi X, X' corrispondente- 
mente rappresenta una determinata corrispon- 
denza proiettiva; e invece l'equazione: 

[AXB'X') = [A'X'BX), 
ossia: 

Ali' .BX' .XA' + A'h.B'X.X! A=^(i, 

rappresenta allo slesso modo un'involuzione di 
punti determinata dalle coppie A, A'; B, B' di 
punti conjugati. L'equazione delia involuzione si 
può ottenere sotto varie forme differenti, perchè 
basta scrivere l'eguaglianza di due rapporti anar- 
monici formati colle tre coppie A, A'; B,B'; X, X' 
di punti conjugati esprimendo la condiziona che 
una coppia dei punti considerati si corrisponda 
con permutabilità. 
Cosi l'equazione: 

(AA-BX] = {A'AB'X') 

rappresenta puro a! variare corrispondentemente 
di X, X! la medesima involuzione rappresentata 
dall'equazione dianzi scritta. 
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§ 1§. Forme proiettive. 
Proprietà projeltive del cerchio. 

1. Preso un punto P sopra un cerchio qua- 
lunque dato nel piano (flg, 38) ogni raggio del 
fascio di centro P projetta un punto del cerchio 
e possiamo dire che la tangente in P projetta il 
punto infinitamente vicino a P, ossia il punto 



successivo a P quando si imagini generato il 
cerchio dal molo continuo di un suo punto M. 
Sicché se un punto Jtf variabile del cerchio viene 
projettato da due punti P, L del cerchio stesso, 
i raggi projettanti PM, LM descrivono i fasci 
di centri i-", L. Inoltre i due fasci sono posti in 
corrispondenaa univoca, se diciamo eorriapon- 
denti due raggi che progettano uno stesso punto 
M del cerchio. E poiché l'angolo di due raggi 
corrispondenti, per le proprietà elementari del 
cerchio, è di grandezza costante, ne seguo che 
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se noi imagiDiamo trasportato l'un fascio Q pa- 
ralielamente a sé stesso fino ad avere il suo cen- 
tro in P, abbiamo aliora olie i due fasci in di- 
scorso sono quelli generati dai lati di un angolo 
completo che ruota intorno al suo vertice, cioè 
i due fasci sono projettivi; dunque: 

Projettando da due jmnti fissi di un cerehia 
un punto variabile di esso, si ottengono due fa- 
sci projetUm di raggi essendo corrispondenti 
due raggi che projetlano una stessa posizione 
del punto variabile; e al raggio comune ai due 
fasci considerato come appartenente all'un fa- 
scio corrisponde la tangente nel centro dell'altro 
fascio. 

Possiamo quindi colle costruzioni date dei fa- 
sci projettivi eostruire la tangente al cerchio in 
un punto P di osso; e dare della tangente que- 
sta definizione: 

La tangente in un punto P di un cei'chio è la 
posizione limite di una secante PM che ruota 
inforno a P, quando l'estremo M variabile sul 
cerchio tende ad acquistare la posizione P; os- 
sia: la tangente in un punto P è la retta che 
unisce P colla sua posisione consecutiva quando 
si imagini il cerehia descritto col moto continuo 
di un suo punto. 

2. Siano SA ed SB due tangenti fisse del 
cerchio (flg. 39) che non siano parallele, A e S es- 
sendo ì loro punti di contatto, Gii centro del -cer- 
chio, ed S quindi il punto comune alle tangenti 
stesse. Se M M' sono i punti ove una tangente 
variabile m del cerchio sega rispettivamente le 
tangenti fisse SA, SB si ha subito, per note 
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proprietà del cerchio, che l' angolo MGM' egua- 
glia l'angolo ACS o BCS, epperò l'angolo MGM' 
idezaa costante, qualunque sia la tan- 




gente. Se poi osserviamo che nel caso delle tan- 
genti fisse SA, SB parallele (fig. 40) l'angolo 




MCM' è retto, risulta chiaramente dimostrato in 
tutti i casi il seguente teorema: 

Una tangente variabile del cerchio determina 
sopra due tangenti fisse due punteggiate projet- 
tive, essendo corrispondenti fra loro i punti ove 
in ciascuna posizione la tangente variabile sega 
le due fisse; ed al punto comune alle due tan- 
genti fisse considerato come appartenente al- 
l'una di esse corrisponde il punto di contatto 
dell'altra. 
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Possiamo quindi costruire il punto di contatto 
di una data tangente al cerchio e ritenere per 
tal punto le seguenti deflomoni: 

Punto di contatto di una tangente al cerchio 
è la posizione limite del punto ove una tan- 
gente variabile del cerchio 'sega la tangente fissa 
considerata, quando la tangente variabile tende 
continuamente ad acquistare la -posizione della 
tangente fissa. 

Od in altri termini: 

Se immaginiamo la serie delle tangenti del 
cerehia descritta dal movimento continuo di una 
di esse^ possiamo dire che il punto di contatto 
di una tangente è l' interaesione della tangente 
stessa colla sua posizione consecutiva. 



§ 13. Poligoni inscritti e circoscritti al cerchia. 



1. Siano UDVBAC sei punti presi ad ar- 
bitrio sul cerchio (fig. 41). Projettando da P e 



da V i tre punti ABC otterremo tre coppie di 
raggi corrispondenti che determinano quindi la 
corrispondenza proiettiva dei due fasci che da 
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U e Y pro,jettano i vari punti del cerchio. Per 
trovare quindi il raggio del fascio V che corri- 
sponde al raggio UD del fascio U possiamo ap- 
plicare la costruzione e), § 8, n. 8; e quindi ri- 
sulta che l'esagono semplice UDVBAC è un 
esagono di Pascal. Gtiiamando inseriito nel cer- 
chio ogni poligono che abbia i suoi vertici nel 
cerchio, e circaseritto ogni poligono che abbia 
invece i suoi lati tangenti al cerchio, avuto ri- 
guardo alla eostruzione correlativa per due pun- 
teggiate proiettive, avremo il teorema: 

Ogni esagono semplice mserilto nel cerchio è 
un esagono di Pascal; ogni esagono semplice 
circoscritto al cerchio é un esagono di Brian' 
chon. 




2. Se nell'esagono inscritto UD VCAB sup- 
poniamo (fig. 42) che il punto D acquisti la po- 
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siziono V prossima ad U, allora l'osagono sem- 
plice diventerà. VIPVBAC, cioè propriamente 
avremo allora un pentagono semplice UVJiAC 
e la tangente UV al cerchio nel vertice Z7 del 
pentagono; ed il teorema di Pascal ci dà: 

In un pentagono semplice mscritto la tan- 
gente in un vertice e il lato opposto, e le altre 
due coppie di lati non consecutivi ai fagliano 
in un punto di una slessa retta. 

E correlativamente; 

In un pentagono semplice circoscritto ad un 
cerchio la retta che unisce un vertice col punto 
di contatto del lato opposto, e le rette che uni- 
scono le altre due coppie di vertici non conse- 
cutivi passano per uno slesso punto. 

3. Supponiamo ora che un altro vertice, per 
es. B, dell'esagono tenda indefinitamente ad ac- 
quistare la posizione A' del successivo A; allora 
l'esagono UU'VA'AC ci dà propriamente un 
quadrilatero UVAC semplice inscritto, e le [.an- 
genti in due vertici opposti, e si ha il teorema 
(flg- 43); 

In un quadrilatero semplice inscritto nel cer- 
chio le coppie di lati opposti e le coppie di tan- 
genti nelle coppie di vertici opposti si segano 
in punii di una stessa retta. 

E correlativamente: 

In un quadrilatero semplice circoscritto al 
cerchio le due diagonali e le rette che uniscono 
i punti di contatto dei lati opposti passano per 
uno stesso punto. 
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% 14. Sistema polare di un cerchio. 

1. Se sia (flg. 43): 
P=AV.VC, L = CA.Ur, M=nC.VA 
e siano quindi: 

LM = p, 
ed ff e fi i panti ove si segano le tangenti in 




U, A f) ìa C, V, e finalmente sia: 

T = p.GV e K=^p.UA 
osserviamo che le forme PTGV, PKUA sono 
armoniche, onde segue che se conduciamo da P 
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la trasversale PCV a segare il cerchio nei punti 
C, Y, condotte le tangenti in C e in Fa tagliarsi 
in B, e trovato il coniugato armonico T di P 
rispetto a C, F, la retta p resta determinata come 
eongiungente i punti B e T indipendentemente 
dall'altra trasversale PUA\ e allo stesso modo la 
p pu6 essere determinata da PUA indipendente- 
mente dalla trasversale PCV. La retta p dicesi 
la polare del punto P rispetto al cerchio e può 
quindi essere definita: 

a) come retta p che contiene i coniugati ar- 
monici di P rispetto alle coppie di punti ove 
trasversali condotte da P segano il cerchio; 

b) come retta che contiene i punti diagonali 
dei quadrangoli semplici inscritti nei cerchio, 
dei quali due vertici opposti sono allineati con P; 

e) come retta su cui si segano le coppie di 
tangenti al cerchio nei punti ove le trasversali 
condotte da P segano il cerchio. 

Per r ultima definizione della polare di un 
punto osserviamo che la polare di un punto del 
cerchio non è altro che la tangente al cerchio 
nel punto stesso. 

2. Chiamando poi esterno al cerchio un punto 
del piano del cerchio dal quale si possono con- 
durre due tangenti al cerchio, e interno invece 
nel caso contrario, abbiamo che la polare di un 
punto esterno P non è altro che la retta A B 
che unisce i punti di contatto ^,5 delle tan- 
genti al cerchio condotte da P. E invero- (flg. 44) 
dalia figura si ha che il quadrilatero LMNQ 
circoscritto al cerchio determina un quadrangolo 
di cui due lati opposti passano per P, due per H, 
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uno per E, uno per F, dunque la forma PHEF 
è armonica, opperò (per la 1' definizione) AB k 
la polare di P. 

3. Osserviamo inoltre elie se una retta AB 
sega il eercbio (ll^. 44) noi punti A, R, il seg- 
mmlo injiniio che ha l'origine in A e l'estremo 
in B e che contiene il punto all'infinito di AB, 




ò un segmento composto dì punti esterni al cer- 
chio, perchè basta considerare un punto varia- 
bile del cerchio che sì muove nel cerchio da 
A e if e contemporaneamente in ciascuna posi- 
zione la tangente al cerchio, questa viene allora 
a percorrere con continuità le tangenti del cer- 
chio che segano la retta IB in punti ehe hanno 
per luogo geometrico il segmento infinito con- 
siderato. I punti del segmento finito AB sono 
dunque punti interni al cerchio. Possiamo dire 
che A,B sono i punti limili dei punti interni e 
dei punti esterni contenuti nella retta AB. Se 
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la retta AB non segasse il cerchio, essa sarebbe 
composta di tutti punti esterni. 

4. Abbiamo visto che nel piano del cerchio, 
dato un punto P resta detcrminata una retta che 
abbiamo detta la polare di P. Viceversa sia ora 
data una retta p e imaginiamo da due punti K 
ed H di essa esterni rispetto al cerchio condotte 
le coppie di tangenti (fif^!;. 45) al cerchio, e con- 




sideriamo il quadrilatero semplice circoscritto 
LMNO, di cui due lati opposti sono le coppie 
di tangenti che partono da uno stesso punto 
della retta p. Le rette AB, CD che uniscono le 
coppie di punti di contatto dei lati opposti, e le 
diagonali MO, LN del quadrilatero menzionato 
si taglieranno ìu uno stesso punto P che è de- 
terminato dalle sole due tangenti condotte da H 
perchè il lascio U {KPM.O) è armonico; e per 
le stesse ragioni dalle sole due tangenti condotte 
da K\ onde data una retta p, resta determinato 
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un punto P che diremo polo della retta p ri- 
spetto al cerchio, e che ha le tre seguenti defi- 
nizioni: 

a') P è il punto dove si tagliano le coniu- 
gale armoniche della retta p rispetto alle cop- 
pie di tangenti al cerchio condotte dai punti 
di p; 

h') P è il punto ove si tagliano le diago- 
nali dei quadrilatm-i semplici circoseriih', di cui 
due lati opposti sono le due tangenti al cerchio 
che partono da uno stesso punto di p ; 

e') P è il punto ove si tagliano le rette che 
eongiungono i punti di contatto delle coppie di 
tangenti condotte dai vari punti di p. 

Per l'ultima definizione di polo di una retta 
risulta che il polo di una tangente è il relativo 
punto di contatto ; ed io generale un punto P 
del piano è il polo della sua retta polare. 

5. Dato un cerchio, a ciascun punto del suo 
piano corrisponde sempre una retta, la sua po- 
lare, e a ciascuna retta un punto, il polo della 
retta. Abbiamo cosi una corrispondenza univoca 
fra i punti e le rette dei piano; e dico che due 
figure corrispondenti, che diremo polari reci- 
proche rispetto al cerchio, sono due figure fra 
loro correlative. In altri termini dico che: 

Se un punto percorre una retta, la sua polare 
ruota intorno ad un punto, cioè descrive un 
fascio di raggi che ha per centro il polo della 
retta percorsa. 

Per la osservazione del n. 2 sulla retta polare, 
quando il punto P è esterno al cerchio, il teorema 
che vogliamo dimostrare è evidente, nel caso che 



Hosted by 



Google 



Geometria projettiva. 119 

la retta percorsa dal punto aia una retia dì punti 
tutti esterni al cerchio, Tale a dire noo segante 
il cerchio, oppure la retta percorsa sia una tan- 
gente al cerchio. Che se poi la retta segasse il 
cerchio in due punti A, B (flg. 44) pei punti di 
AB esterni al cerchio il teorema è vero per la 
definizione e) della retta polare di un punto. 

Se poi assumiamo un punto H di AB interno, 
allora la polare di // passa per P per essere ar- 
monica la forma HPEF. 

6. Se dunque due figure polari reciproche 
sono riferite fra loro come due figure correla- 
tive, ne segue che col cerchio resta dimostrato 
il Pnneipio di Dualità nel piano, cioè resta de- 
terminata una speciale legge di costruzione me- 
diante la quale da ogni figura si può dedurne 
la correlativa. 

In particolare una punteggiata ha per polare 
UQ fascio di raggi, per modo che una forma ar- 
monica della punteggiata ha per polare una forma 
armonica del fascio polare; quindi le due forme 
sono projeitive. 

In generale come nelle figure con'elatìve cosi 
in due figure polari reciproche possiamo dire che 
ad una forma fondamentale di 1' specie dell'una 
figura corrisponde nell'altra una forma fonda- 
mentale di 1' specie projettiva alla prima. 

Se un punto P è situato nella retta pi polare 
di P, , viceversa la retta p polare di P passa per 
P,; due punti come P n P,, di cui l'uno giace 
nella polare dell'altro, o due rette come pop, 
che runa passa pel polo dell'altra, si dicono 
elementi armonici o coniugati rispetto al cer- 
chio, 
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Ogni punto di una retta non tangente al cer- 
ctiio ha determinato in modo unico il suo punto 
coniugato posto nella retta stessa. Le coppie di 
poli armonici situate sopra una stessa retta sono 
chiaramente coppie di punii corrispondenti in 
due punteggiate proiettive in involuzione; e i 
punti doppi dell'involuzione sono i punti dove 
la retta sega il cerchio. 
Correlativamente: 

Le coppie di rette coniugate rispetto ad un 
cerchio e passanti per uno stesso punto sono 
coppie di rette coniugate di una stesxa involu- 
zione e i raggi doppi dell'involuzione sono le 
tangenti condotte al cerchio dal punto nomi- 
nato. 

7. Chiameremo "onjugato o polare rispetto 
ad un cerchio un triangolo di cui ciascun ver- 
tice abbia per retta polare il lato opposto. È ov- 
vio i! concepire la costruzione di triangoli di tal 
natura. 
È bene poi notare oher 

In un quadrangolo completo inscritto nel cer- 
chio ed in un quadrilatero completo circoscritto 
ad un cerchio il triangolo diagonale è un tri- 
angolo polare, e se i lati del quadrilatero sono 
le tangenti nei vertici del quadrangolo, i loro 
triangoli diagonal coincidono in un solo trian- 
golo polare rispetto al cerchio. 

Infatti sia (Qg, 46) ABGD un quadrangolo in- 
scritto net cerchio, e siano EÌPO i suoi punti 
diagonali. Per la definizione 5) della rotta po- 
lare, sarà ff S la polare di F ed FÉ la polare di 
fi; onde sarà GF la polare di fi; aà EFG uu 
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triangolo polare. Se poi siano a, &, e, d rispetti- 
vamente le tangenti in A, B, G, D nel quadrila- 
tero eireoscritto abcd la diagonale ab. ed sarà 
la polare di F, la diagonale ad.bc sarà la po- 




lare di G. e finalmente la polare di E sarà la 
diagonale ac.bd; cioè EFG è il triangolo dia- 
gonale del quadrilatero abcd, e. d. d. 



Hosted by 



Google 



jjrojeiiiva. 



8. Il-centro C del cerchio non è altro che il 
polo della retta ali'infÌDito de] piano di esso; i 
diametri non sono altro che Io rette polari dei 
punti all'infinito. Due diametri si dicono, come 
due rette, coniugati so l'uno passa pel polo del- 
l'altro, Ojfni diametro contiene i punti di mezzo 
delle corde del cerchio fra loro parallele e che 
hanno per punto all'infinito il polo del diametro. 
Due diametri fra loro conjugatl sono dunque due 
diametri tali che l'uno divide per metà le eorde 
parallele all'altro. V iceversa se due diametri hanno 
la proprietà anzidetta sono conjugati. Le tangenti 
alle estremità di un diametro sono parallele ed 
hanno per punto all' infinito il polo del diame- 
tro; viceversa se le tangenti agli estremi di una 
corda del cerchio sono parallele, quella corda è 
un diametro, cioè passa pel centro del cerchio. 

Il teorema sul quadrangolo inscritto e sul qua- 
drilatero circoscritto dà: 

In ogni parallelogrammo inserilto nel cerchio 
le due diagonali si tagliano nel centro e due 
lati eonseeutivi sono paralleli a due diametri 
conjugati. In ogni parallelogrammo circoaeritto 
al cerchio le diagonali si tagliano nel centro e 
sono dne diametri conjugati, 

E poiché nel cerchio la tangente è perpendi- 
colare al raggio che passa pel punto di con- 
tatto, così ne risulta che ogni parallelogrammo 
inscritto nel cerchio è un rettangolo e che due 
diametri coniugati sono fra loro perpendicolari. 
Dunque: le coppie di diametri conjugati del cer- 
chio formano una involuzione dì raggi coniu- 
gali ad angolo retto. Risulta ancora; 
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La retta polare di un punto rispetto ad un 
cerchio è perpendicolare al diametro passante 
pel punto preso. 

Il sistema piano formato da ogni punto del 
piano a cui sia coordinata la sua retta polare 
rispetto al cerchio, si dice sistema polare del 
cerchio, e il cerchio è la curva direttrice del si- 
stema polare. 

Se projettando 4 punti di un cerchio da un 
quinto punto si ottiene un fascio armonico di 
raggi, allora i 4 punii del cerchio si diranno 
formare un g;ruppo armonico. Correlativamente 
se tagliando con una quinta tangente 4 altre 
tangenti del cerchio si ottiene una punteggiata 
armonica, le 4 tangenti del cerchio si diranno 
allora formare un gruppo armonico. 

Colla definizione ora data di forme armoniche 
del cerchio possiamo facilmente riferire la serie 
dei punti e delle tangenti di un cerchio ad una 
forma fondamentale di 1' specie, od anche alla 
serie dei punti e delle tangenti di un aitro cer- 
chio, tenendo la definizione già data per le forme 
fondamentali di 1' specie, che due serio sono 
proiettive quando ad un elemento dell'una cor- 
risponde un elemento dell'altra, sicché ad una 
forma armonica corrisponde una forma armo- 

9. Le proprietà o definizioni ora date nel 
cerchio sono proprietà e definizioni projeitwe, 
vale a dire che si conservano nella figura che 
si ottiene come trasformata del cerchio e delle 
sue tangenti, quando si passi con un numero fi- 
Dito di operazioni dal sistema piano ^ 8 cui si 
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riguarda appartenere il cerchio ad un altro si- 
stema 2' situato nel piano stesso del cerchio od 
in un altro piano. Al cerchio considerato del sì- 
stenaa ^ corrisponderà una linea O" del sistema 
S'; alle tangenti del cerchio corrisponderanno le 
tangenti della linea Cf la quale è a dirsi, come 
il cerchio, una linea di 'È" ordine e di 2' classe, 
ossia, in una parola, di 2" grado, per lo proprietà 
che una retta non la può segare che in due punti 
al più, e che da ogni punto del suo piano non 
partono al più che due rette tangenti alia linea. 



\ 15. Forme elementari di 2° ordine del piano 
e della stella. 



1. Due forme fondamentali di 1° specie rife- 
rite fra loro projettivamente producono una nuova 
torma di punii o di piani o di rette secondo che 
ogni coppia di elementi corrispondenti nelle due 
forme produce un punto, un piano od una retta. 
Tali forme le chiameremo, insieme colle formo 
fondamentali di 1' specie, forme elementari di 
i' specie: e propriamente saranno del 2° ordine 
le forme ora nominate, mentre saranno del 1° 
ordine le ftirme fondamentali di I* specie. 

Delle forme elementari del 2" ordine altre ap- 
parterranno al piano, altre alla stella, altre ne al 
piano né alla stella, saranno cioè forme dello 
spazio. Quelle del piano sono fra loro correla- 
tive, e sono; 
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Una forma di punii 
come luogo dei punii 
ove si segano le cop- 
pie di raggi corrispon- 
denti di due fasci pro- 
jettivi di raggi. 

Se consideriamo la 
totalità dei punti, ele- 
menti della forma, os- 
serviamo che tali punti 
sono a dirsi costituire 
una linea del piano 
perchè formano una 
successione di partico- 
lari punti del piano, 
tale che si passa da un 
punto ad uno succes- 
sivo determinato della 
serie. La Unea poi è a 
dirsi del 2° ordine per- 
chè una retta del piano 
la sega in due punti ai 
più, tanti quanti pos- 
sono essere gli elementi 
uniti delle due punteg- 
giato projettive sovrap- 
poste secondo cui la 
retta presa taglia i due 
fasci projettivi dati, ohe 
hanno prodotta la li- 



Una forma di rette 
come luogo delle rette 
che congiungono le 
coppie di punti corri- 
spondenti di due pun- 
teggiate projettive. 

Se consideriamo la 
totalità delle rette, ele- 
menti della forma, allo- 
ra tali rette sono a dirsi 
costituire un inviluppo 
cioè una successione di 
rette particolari del 
piano, tale che si passa 
da una retta della serie 
ad una prossima con- 
secutiva determinata. 
L'inviluppo è a dirsi 
della È' classe, perchè 
per ogni punto del pia- 
no passano al più due 
rette dell'inviluppo, 
tante quanti sono i rag- 
gi uniti dei due fasci 
projettivi sovrapposti, 
che da quel punto prò- 
.iettano le due punteg- 
giate projettive date , 
che hanno prodotto l'in- 
viluppo. 



he forme ora prodotte sono sempre ed in in- 
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Unito maniere la figura omologica del cerchio. In- 
fatti KiaDo a sinistra (fig. 47) dapprima S, S' i cen- 
tri dei due fasci projettivi dì raggi dati nel piano; 
e posto SS' = a', al raggio a' del fascio di cen- 




Fig. 47. 

tro S' corrisponda il raggio a, necessariamente 
diverso da a', nel fascio di centro S. Siano poi 
b, e altri due raggi del t'ascio S; e b', e' ì loro 
corrispondenti del fascio yS'. Pongasi bb' = P, 



Hosted by 



Google 



Geometria proiettiva. 127 

ce' = Q'\ e allora P, Q', S, S' saranno ponti della 
forma prodotta dai duo fasci projettivi dati S,S'. 
Costruiamo ora un cerchio che sia tangente in 
S al raggio a e siano P, Q, S, i punti ove il 
cerchio taglia rispettivamente i raggi b, e, a'. I 
due triaugoli PQS,, F Q' S' sono omologici ed 
S È il centro dell'omologia da essi determinata 
ed in questa omologia, per il teorema dei n. 6, 
§ 8, risulta che il luogo dei punti ove si segano 
le coppie di raggi corrispondenti dei due fasci 
projettivi dati, è la figura omologica del cerchio 
costruito. 

Siano (a destra) s ed s' le rette del piano in 
cui stanno le due punteggiate projettive date: 
ponendo 8 8' = A' al punto A' della retta s' cor- 
risponderà in s un punto A, essenzialmente di- 
verso da A'. Siano poi B, G altri due punti di 8 
(flg. 48) e B', C i loro corrispondenti in s'. Pon- 
gasi BB'=p', GG = q', e allora saranno y, §', s 
ed a' elementi del luogo Cp delle congiungenti 
i punti corrispondenti delle duo punteggiate pro- 
jettive date. Conduciamo ora un cerchio C"' tan- 
gente in A alla retta s; e siano p, q, s, le tan- 
genti condotte a C"' rispettivamente da B, C, A'. 

I triangoli pgs,, p' q' s' sono omologici ed s 
è l'asse dell'omologia da essi individuata. Cor- 
relativamente a quanto abbiamo osservato pre- 
cedentemente, se riguardiamo C' appartenente 
al sistema 2 a coi appartiene il iriangolo pq8„ 
risulta subito che ponendo s,p=B,, «, g--=C|, 
alle due punteggiate A, B, C; A', B,, C, del si- 
stema S corrispondono in S' le due punteggiato 
A, B, C; A', B', C ; dunque, pel teorema già ci- 
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lalo precedentemente, ad o^Tii tangente de! cer- 
chio C^' corrisponde una retta del luogo C,'"; 
quindi il teorema è completamente dimostrato. 




Fig. 48. 

2. Una conica, corno un cerchio, può adunque 
riguardarsi individuata o come complesso de' suoi 
punti ossia come linea-luogo; oppure può essere 
determinata eoine inviluppata dalle sue tangenti, 
ossia come linea-inviluppo. Pertanto studiando le 
proprietà delle figure omologictie del cerchio e 
delle sue tangenti, sì vengono anche a studiare 
le proprietà delle forme dì punii e di rette ri- 
spettivamente prodotte da due fasci projettivi di 
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raggi o da due punteggiate projettive in un 
piano. Viceversa poi le proprietà di queste, ultimo 
forme sono anclie proprietà delle figure omolo- 
giche del cerchio e del sistema delle suo tan- 
genti. Perchè una punteggiata ha per correlativo 
un fascio di raggi projettivo alla punteggiata; e 
due punteggiate projettive del piano hanno per 
correlativi due fasci projettivi, così ne segue: 

Una conica come eomplesso de' suoi punti ha 
per correlativa un'altra conica, individuata come 
complesso delle sue tangenti. 

E sono poi correlative le seguenti deflnizioni: 



" Come nel cerchio, 
così nella conica, la tan- 
gente in un punto M 
non ò altro che la po- 
sizione limite di una 
retta che ruota intorno 
al punto M, fino a quan- 
do -l'altro punto d'in- 
contro della retta colla 
linea tende indefiniia- 
menLe ad M a coinci- 
dere con #. ■ 

In altri termini; 

" La tangente non ò 



altro che ] 



retta che 
unisce due posizioni 
consecutive del punto 
che si riguarda gene- 
ratore del cerchio o 
■della conica.,! 



• Come nel cerchio, 
così nella conica, il pun- 
to di contatto di una 
tangente m non è altro 
che la posizione limito 
di un punto che scorre 
nella retta m, fintanto 
che l'altra tangente che 
si può condurre da quel 
punto. alla linea tende 
a eoiaeidere colla tan- 
gente m. > 

• 11 punto di contatto 
di una tangente non è 
altro che l'intersezione 
di due posizioni conse- 
cutive della retta che 
genera come inviluppo 
il cerchio, ola conica. • 
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Queste deflnizioni si pongono in chiaro pei 
teoremi dati sul cerchio, e per i corrispondenti 




sulle coniche come figure omologiche del cer- 
chio. 

3. Si può anche venire ad una distinzione 
delle coniche, in riguardo ai loro punti airinfl- 
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nito, quando esse vengono prodotte come figure 
omologiche di un cerchio C'. Imperocché la retta 
limite r del sistema '^ a cui appartiene il cer- 
chio C'-', può tagliare il cerchio 6'<^'iii due punti 
distinti oppure coincidenti, cioè può toccare il 
cerchio G"'; finalmente r può non tagliare il cer- 
chio stesso. 

Nel primo caso !a conica C"'', figura omologica 
di C>, ha due punti distinti all'infinito. Essa di- 
eesi iperbole, e le rette corrispondenti alle tan- 
genti di C>'' nei punti della retta r sono lo tan- 
genti AfìW'iperbole hqì punti alt' infinito, e diconsi 
aanintotì (tìg. 49). 

Nel 2." caso la conica è toccata dalla retta al- 
l'infinito, cioè ha due punti coincidenti all'infi- 
nito. Essa dicesi parabola (fig. 30). 

Finalmente nel 3." caso la conica ha tutii i 
suoi punti al finito, cioè non è tagliata né toc- 
cata dalla retta all'infinito; edlcesie/tose(fig. SI). 

Il cerchio è poi uà caso particolare dell'ellisse, 
quando i due i'asci progettivi di raggi generatori 
della conica sono congruenti direttamente, cioè 
quando l'un fascio può essere sovrapposto al- 
l' altro senza immaginarne capovolto il piano. 
Poiché è chiaro che, come projettando da due 
punti fissi un punto variabile del cerchio si ot- 
tengono due fasci direttamente congruenti, cosi 
viceversa due l'asci direttamente congruenti dati 
in un piano producono un cerchio. Ed invero 
nei fasci cosi dati l'angolo di due raggi corri- 
spondenti è sempre il medesimo, cosicché il cer- 
chio condotto per i centri dei due fasci e per un 
punto, intersezione di due raggi corrispondenti, 
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conliene necessariaraeute anche i punti d'inter- 




sezione lieilu varie allre eoppio di rasjgi corri- 
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spendenti. Essendo una conica determitiata da 




due fasci projettivi nel piano o da due punteg;- 
ijiate projettive e la corrispondenza projettiva 
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determinata ria (re coppie di elementi corrispon- 
denti, risulta subito: 



Cinque punti deì pia- 
no, tre qualunque dei 
qualinon in linea retta, 
determinano una sola 
conica passante per 



Una conica è deter- 
minata da 4 punti e 
dalla tangente in uno 
dei 4 punti. 

Una conica è deter- 
minala da tre punti e 
dalle tangenti in dup 
di essi. 



Cinque rette del pia- 
no, fi e qualunque delle 
quali non passanti per 
uno stesso punto, deler- 
mmano il sistema delle 
tangenti di una conica 
a CUI sono tangenti le 
ò rette date. 

Una conica è deter- 
minata da 4 tangenti 
e dal punto di con- 
tallo di una di esse. 

Una conica è deter- 
minata da tre tangenti 
e dai puntt di contatto 
di due di esie 
4. Dalle tre foirae elementari del 2" ordine 
do! piano- si doducooo colla projezione quelle 
della stella; e souo le seguenti 



La/orma diraggi tuo 
go delle rette interse- 
zioni dei piani corri- 
spondenti in due fasci 
progettivi dipiani della 
stella. 



La forma dtpìaniluo- 
go dei piani delle coppie 
di raggi corrispondenti 
in due fasci projettivi 
di raggi della stella. 



La prima forma si ottiene ohinraraeiite projet- 
inudo una cojiica come luogo dei suoi punti, la 
i^ si ottiene projettando una conica generala 
conio inviluppata dallo sue tangenti. Le due forme 
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iio(ninate ai ottengono ciascuna da una sola co- 
nica projettaudone i suoi punti e le sue tangenti 
da un centro V fuori del suo piano. La totalità 
dei raggi pro.jettanti considerati come complesso 
dei loro punti forma chiaratueote una super/lete 
di cui quei raggi ne sono le generatrici. SÌ dice 
Cono Superficie conica tale spazio di punti 
perchè luogo di rette che passano per un punto 
fisso F; e K è il vertice della Superficie conica 
del cono semplicemente e la conica si dice la 
direttrice o base dei cono. Ogni piano che pro- 
jetta una tangente alla conica è un piano tan- 
gente del cono lungo la generatrice che contiene, 
cioè lungo la generatrice che ne projetta il punto 
di contatto. Il cono considerato è a dirsi del 2" 
ordine perchè in ogni piano della stella a cui 
appartiene ci sono al più due g:eneratriei del cono; 
è poi a dirsi della 2° classe perchè per ogni raggio 
della stella passano al più due piani tangenti del 
cono. Queste due proprietà si esprimono dicendo 
che il cono considerato è del t grado ; e noi lo 
diremo anche per brevità cono quadrico. 

Le due forme elementari del 2° ordine della 
stella V cioè il cono quadrico determinato come 
complesso delle sue rette generatrici oppure come 
inviluppo dei suoi piani tangenti nascono adun- 
que dalla proiezione della conica e delle sue tan- 
genti. La Gteonielria del cono quadrico in gene- 
rale si deriva quindi al solito colla proiezione da 
quella della conica sostituendo ai punti e alle 
rette del piano della conica rispettivamente i 
raggi e i piani della stella projettanti quegli ele- 
menti del piano. Riterremo con questo mozzo 
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d'ora avanti esteso ai coni quadrici le definizioni 
e le proprietà clie di essi ne derivano da quelle 
della loro conica base. 

§ 16. Poligoni inscritti o circoscritti 
alle coniche. 

1 . Le proprietà del cerchio che abbiamo visto 
essere projettive si estendono adunque alle co- 
niche che ne sono le figuro omologiche: quindi 
per le coniche avranno Inogo in particolare i 
teoremi di Pascal e dì Brianchon cioè: 

a) Ogni esagono 
semplice inscritto in 
mia cornea 
di Pascal, 



Viceversa: 

Se un esagono sem- 
plice è un esagono di 
Pascal cioè ha i suoi 
Ire punti diagonali in 
linea retta, i suoi ver- 
tici sono sopra una co- 
nica due rette; sopra 
ciascuna retta essen- 
dovi tre vertici essen- 
zialmente non consecu- 
tivi. 



Ogni esagono sem- 
plice circoscritto aduna 
conica è un esagono di 
Brianchon. 

Viceversa: 

iS'e un esagono sem- 
plice è un esagono di 
Brianchon^ cioè ha le 
sue tre diagonali con- 
correnti in un punto, i 
suoi sei lati o toccano 
mia conica o passano 
per due punti; per cia- 
scun punto passando 
tre lati necessariamen- 
te non consecutivi. 



2. Avranno anche luogo per le coniche i e 
limiti dei teoremi di Pascal e di Brianchon ci 
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h)Se' 

semplice è inscritto in 
una conica, la tangente 
in «n vertice, il lato 
opposto e le altre due 
coppie di lati non con- 
secutivi si segano in 
punti diunastessaretta. 



e) Se un quadrila- 
tero semplice è inscritto 
in una conica, le coppie 
di lati opposti e le cop- 
pie di tangenti nei ver- 
tici opposti si segano 
in punti di una stessa 
retta. 

d) In un triangolo 
inscritto in una conica 
i lati e le tangenti nei 
vertici opposti costitui- 
scono tre coppie di rette 
che si segano in punti 
di una stessa retta. 



Se un pentagono sem- 
plice è circoscritto ad 

una conica, la retta che 
unisee un vertice e il 
punto di confatto del 
lato opposto, e le due 
rette che congiungono 
le due rimanenti coppie 
di vertici non consecu- 
tivi concorrono in uno 
slesso punto. 

Se un quadrilatero 
semplice è circoscriHo 
ad una conica, le dia- 
gonali e le rette che uni- 
scono i punti di con- 
tatto dei lati opposti si 



In un triangolo i 
coscritto ad una conica 
le rette che uniscono 



i vertici coi rispettivi 
punti di contatto dei 
laii opposti passano 
per un medesimo punto. 

3. I teoremi di Pascal e di Briaochon e quelli 
che si sono da essi derivati come casi limiti, 
servono rispettivamente alla soluzione del se- 
giienti problemi foniìamentali sulle coniche. 

Dati cinque punti di 1 Vate cinque tangenti 
una conica, trovare il | di una conica, trovare 
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punto m cut una retta l'altra tangente che 
condotta per uno dei parte da un punto pre- 
cinque punti dati sega so sopra una delle ciu- 
di nuovo la conica. que rette date. 

Dati cinque punti di Date cinque tangenti 

una conica, trovare la di una conica, trovare 

tangente in uno qua- il punto di contatto di 

lunque di essi. una qualunque di esse. 

Dati quattro punti di Date quattro tangenti 

una conica e la tan- di una conica e il punto 

gente in uno di essi, co- di contatto di una d^ 

struire la tangente alla esse, costruire il punto 

conica in un altro qua- di contatto di un'altra 

lunque dei rimanenti qualunque delle rima- 

punti dati. nenti tangenti date. 

Dati tre punti di una Date tre tangenti di 

conica e le tangenti in una conica e il punto 

due dì essi, costruire la di contatto di due di 

tangente nel punto ri- esse trovare il punto di 

manente. contatto della rima- 
nente. 

La soluzione di questi probiemi è affatto ovvia, 
avuto riguardo rispettivamente ai teoremi a), b), 
e), d). Cosi per es. por risolvere il 1° problema, 
a sinistra, ehiamiarao A, C, D, E, Fi cinque punti 
dati (lì^. S2) e ^ il punto richiesto sopra la retta 
p =ÀH Condotta per il punto A. 

L'esagono ABCDEF deve essere un esagono 
di Pascal: onda i punti 

N=AB.ED=p.ED; L = DC.FA 

saranno due punti della retta di Pascal, cbe sarà 
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quindi la LN. Ora le rette FÉ, GB debbono ta- 
gliarsi in uno stesso punto della LN, che sarà 




cosi il punto M dove la FÉ sega la LN; quindi 
il punto B richiesto dovendosi trovare e sulla 
MC, e sulla ^, sarà il punto d'incouiro di esse 
rette. 
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Se A, H, C, D, E sono i cinque punti dati della 
conica, e si voglia la tangente in A, basta con- 
siderare un pentagono semplice ìnseriLto, deter- 
minato dal riguardare i cinque punti dati in un 
certo ordine, per esempio nell'ordine scritto. Al- 
lora (fig. 53), pel teorema b) sul pentagono in- 
scritto, il lato DC opposto al vertice considerato 
A, la tangente in A alla conica coDCorrono in 
uno slesso punto della retta che congiunge t due 
punti L = AB.DE, M = AE.BC; onde se iV è 




il punto ove il lato DC sega la retta LM, sarfi 
N A la tangente richiesta. Allo stesso modo ap- 
plicando i teoremi e) e rf) a sinistra si risolve- 
rebbero i due rimanenti problemi a sinistra, e 
seguendo il principio di dualità si ottengono 
subito io soluzioni dei problemi correlativi a 
destra. 

4. Osserviamo che i teoremi b) servono in 
particolare a risolvere i seguenti problemi: 

Dati dell'iperbole tre punti al finito e i due 
all'infinito [dati per mezzo iii due rette di cui 
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ossi sono i punti all'infinito) eostruire gli assin- 
toti dell'iperbole). 

Date cinque tangenti di una conica, delle quali 
una sia la retta all'infinito, eostruire il punto 
di contatto di quest'ultima tangente; cioè: tro- 
vare una retta che abbia per punto all'infinito 
il punto nominato. 

La conica considerata nel probloma è la para- 
bola. A questa conica partono da ogni punto 
all'infinito del piano due tangenti delle quali una 
è la retta all'infinito. In altri termini: 

Per la parabola esiste sempre una tangente 
al finito parallela ad una data retta del piano, 
e tale tangente si può costruire col mezzo del 
teorema di Brianehon, quando la parabola sia 
data per la sua tangente all'infinito, e per quat- 
tro altre tangenti. 

In particolare potremo trovare la tangente alla 
parabola perpendicolare ad una retta che va al 
punto di contatto della linea colla retta all'infi- 
nito. Il punto di contatto della tangente così co- 
struita dicesi il vertice della parabola. 



§ 17. Sistema polare rispetto ad una conica. 

1. Considerando ancora la conica come la 
figura omologica del cerchio, si trasportano alle 
coniche tutte le cose dette pel cerchio, e pel 
sistema polare da questo determinato. 

• Como il cerchio anche la conica divide il 
piano in due regioni. Da un punto quuluuque di 
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una delle regioni non si può passare ad un punto 
dell'altra senza attraversare la linea. 

■ I punti di una delle regioni sono tutti esterni 
alta linea, cioè da ciascuno di essi partono due 
tanjtenti alla linea; i punti dell'altra reg;ione sono 
tutti interni alla linea, cioè da essi non parte 
alcuna tangente alla linea stessa, • 

Inoltro al sistema polare rispetto al cerchio 
sarà omologico ciò che noi ctiiameremo Sistema 
polare della cornea figura omologica del cerchio. 
Cioè anche per la conica ogni punto del piano 
determina una retta detta polare dì quel punto, 
cioè: 

Baia nel piano una conica ed un punto P, 
non giacente sulla conica, resta con P determi- 
nata in modo unico una retta p,, che chiame- 
remo la polare di P, e che può avere le seguenti 
definizioni: 

a) px è la retta che contiene % coniugati ar- 
monici del punto dato P rispetto alle coppie di 
punii in cwi le trasversali condotte da P segano 
la conica. 

h) p, è la retta che contiene i punti diago- 
nali dei quadrangoli semplici inscrUU nella co- 
nica, le imi coppie di vertici opposti sono alli- 
neale con P. 

e) Finalmente: p^ è la retta ove si tagliano 
le coppie di tangenti alla conica condotte nei 
punti ove le trasversali per P segano la conica 
stessa. 

2. Correlativamente abbiamo: 
Data nel piano una conica ed una retta p non 
tangente alla conica, resta determinata in modo 
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unioo eon p un punto Pi , il quale chiameremo 
polo della retta p, e può avere le seguenti defi- 
nizioni: 

a) Pi è il punto ove si inerociano i raggi 
coniugati armonici di p rispetto alle eoppie dì 
tangenti alla conica condotte dai punti della 
retta data p. 

h) P, è il punto ove si inerociano le diago- 
nali dei quadrilateri semplici cireoseritti allii. 
eoniea, le cui coppie di lati opposti sono eoppie 
di tangenti alla eoniea condotte da punti di p. 
e) Finalmente: P, è il punto ove si inero- 
ciano le rette che eongiungono i punti di con- 
tatto delle eoppie di tangenti alla conica condotte 
dai punti della retta p. 

Dalle derinizioni a) e e) segue: 

La polare di un punto esterno alla conica è 
la retta che unisce i punti di contatto delle tan- 
genti che partono da esso punto. 

La polare di un punto della eoniea è la tan- 
gente in quel punto alta conica. 

E correlativamente: 

Il polo di una retta che sega la conica è il 
punto ove si tagliano le tangenti alla conica nei 
punti di sezione. 

Il polo di una tangente non è altro che il 
punto di contatto di essa. 

In generale quindi: 

Ogni retta del piano determina in un modo 
unico il suo polo; ed ogni punto del piano la 
sua retta polare; e se un punto P ha per polare 
una retta p^ , viceversa la retta p, ha per polo 
il punto P. 
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3. In questo modo, data una conica possiaibo 
da ogni sistema piano 2 derivare un altro sistema 
piano 2|, per modo che alle rette e ai punti del 
primo vengono nel secondo sostituiti rispettiva- 
mente punti e rette; e viceversa poi da! secondo 
sistema Sj passiamo colla stessa leggt-, in modo 
unico, al primo ^. I due sistemi ii e 2, diconsi 
polari reciproci rispetto alla conica, e come per 
il cerchio, cosi due sistemi polari reciproci sono 
legati fra loro dalla stessa legge dei sistemi cor- 
relativi, cioè sono due sistemi tali che ad un 
punto dell'uno corrisponde una retta dell'altro 
(polare del punto); sicché ad una retta e ad un 
punto che fra loro si appartengono in 2, corri- 
spondono in S|, rispettivamente, un punto ed una 
rotta che pure si appartengono. In altre parole 
ha luogo la proprietà: 

Se un punto M percorre una punteggiata p, 
la sua retta polare m, descrive un fascio, che 
ha per centro il polo P, della retta p. 

Risulta cioò in altri termini: 

Ad una punteggiata è polare reciproco un 
fascio che è riferito projeltivamenfe alla pun- 
teggiata, corrispondendo ad un punto della pun- 
teggiata il raggio polare del punto. 

Colla costruzione del sistema polare rispetto 
ad una conica data resta determinata una legge 
particolare per costruire adunque, per ogni figura, 
la sua correlativa. 

4. Colle definizioni b) della retta polare e del 
polo si risolvono i problemi fondamentali: 
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Dati cinque punii di 
una conica eostruire la 
rettapolare dìunpunto 
dato. 



Date cinque tangenti 
di una conica costruire 
il polo di una retta 
data. 



Por risolvere il problema a sinistra, siano 
;flg. 54) A,BiG,D,E ì eiuque punti dati della 



%.-. 



conica, e i* il punto del quale si voglia costruire 
la retta polare. 

Uniamo Pcon A e troviamo il secondo punto ^i 
d'incontro della PA colla conica, e similmente 
troviamo il secondo punto B,, d'incontro della 
PB colla conica. La retta che unisce i punti 
A,B.AB,, AB .A,B^ è la retta rieiiiesla. Corre- 
lativamente si risolverebbe il problema a destra. 
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i 18. Forme elementari de) 2" ordine delio spazio. 
Quadriclie gobbe. 

1. Nello spazio possiamo coucepire due forme 
elementari di 2° ordine prodotto da forme fonda- 
mentali di 1' specie fra loro projcttìve e sodo lo 
seguenti: 



La forma composta 
delle rotte in cui si ta- 
gliano le coppie di piani 
corrispondenti in due 
fasci pro,jettÌ7Ì di piani 
i cui assi non si ta- 
gliano. 



La forma composta 
delle rette che congiun- 
gono le coppie di punti 
corrispondenti ai due 
punteggiati projettivi 
non poste nello stesso 
piano. 



Giiiaranisnte le due forme sono correlative nello 
spazio, ma di più esse non danno che un' unica 
forma di rette generata in due modi diversi fra 
loro correlativi, perchè la generazione dell'una 
vale per l'altra. Ed invero ciascun fascio di piani 
è tagliato dall'asse dell'altro fascio projettivo al 
primo in una punteggiala; o le due punteggiate 
che cosi si hanno sono proiettive perchè sezioni 
di due fasci projettivi di piani; e le rette inter- 
sezioni delle coppie di piani corrispondenti non 
sono altro che le rette che congi^ngono le coppie 
di punti corrispondenti delle due punteggiate 
projtìttive non poste nello stosso piano: dunque- 
la forma a sinistra ha anche la generazione della 
forma a destra e viceversa. 
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2. Lo spazio adunque contiene una sola forma 
elementare di S" ordine che è composta di rette 
e che chiameremo Serie rigate. Gh elementi della 
serie rigata sono adunque le rette che diconsi 
le generatrici della serie. Per la generazione a 
sinistra le generatrici di una serie rigata diven- 
tano quelle di un cono quadrico se gli assi dei 
due fasci si taghano. Per la generazione a destra 
le rette di una serie rigata diventano il sistema 
delle tangenti di, una conica se le due punteg- 
giate proiettive sono in un piano. 

3. Nella serie rigata diconsi direttrici deUa 
serie gli assi dei due fasci proiettivi di piani 
oppure le rette delle due punteggiate che ser- 
vono a generare ie serie rigato. Le due diret- 
trici non tagUandosi, ne segue che anche due ge- 
neratrici quali si vogliano delia serie rigata non si 
possano tagliare. Inoltre una retta condotta per 
un punto di una generatrice ad incontrarne altre 
due incontra anche tutte le altre perchè una tal 
retta sega i due fasci progettivi di piani genera- 
tori della serie rigata in due punteggiate proiet- 
tive sovrapposto che hanno tre punti uniti nei 
punti ove la retta sega le tre generatrici; epperò 
tutti gli altri punti dovendo essere uniti dovrà 
la retta tagliare tutte le altre generatrici. La 
retta così costruita, che sì ottiene come interse- 
zione dei piani che projettano da un punto di 
una generatrice le altre due, non può essere in 
uno stesso piano né eoli'una né con l'altra delle 
due direttrici, alfrimenti due generatrici della 
serie rigate sarebbero in un piano il che è im- 
possibile. 
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4. Quindi le duo direttrici e questa retta for- 
mano il sistema di tre rette che a due a due non 
si tagliano onde per uà puoto di una di esse non 
si può condurne che una ed una sola retta ad in- 
contrare !e altre duo; quindi la serie rigata è 
costituita essenzialmente di tutte le rette che 
tagliano le due direttrici e questa terza retta; 
cioè la serio rigata è anche costituita dalle rette 
ove si tagliano !o coppie di piani che dai punti 
di una direttrice progettano la rimanente diret- 
trice e la terza retta assunta. Ciò equivale a dire 
adunque che la sf-rie rigata è prodotta anche da 
due fasci projetlivi di piani aventi per essi una 
dello direttrici e la terza retta assunta: cioè 
questa terza retta può essere sostituita ad una 
qualunque delle direttrici per generare la serie 
rigata. Diremo perciò direttrice anche questa 
retta: o risulta quindi che una serio rigata am- 
mette un' intìnità di direttrici che si ottengono 
come intersezioni delle coppie di piani che dai 
punti di una generatrice ne progettano altro due; 
e la serie rigata può essere definita come luogo 
dalle rette che tagliano tre qualunque delle sue 
direttrici. 

5. Da ciò che precede risulta che viceversa 
date tre rotte che a due a due non sì tagliano 
determinano come direltriei una serie rigata luogo 
delle rette che tagliano le tre dato. Quindi anche 
le direttrici di una serie rigata formano una serie 
rigata della quale sono direttrici invece le gene- 
ratrici della prima. 

Possiamo dire perciò: 

Jn una serie rigata una generatrice variabile 
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determina aopra due direttrici fisse due punteg- 
giale projellive. 

Od anche: 

Una generatrice variabile mene projetlata da 
due direttrici fisse da due fasci projettivi di 
piani. 

6. La totalità dei punti delle generatrici di 
uoa serio rigata è anche quella dei punti delle 
direttrici perchè per ogni punto di una genera- 
trice passa una direttrice e viceversa. 

I puoti nominati diremo formare una superficie 
rigala perchè generata (anzi in due modi diversi) 
da una retta che si move nello spazio con una 
legge determinata, la legge data perchè la rotta 
generi una serie rigata; si dirà poi superficie 
gobfìa perchè due posizioni della generatrice non 
sono mai in uno stesso piano; Ja diremo poi su- 
porflcio gobba del "2° ordine, brevemente Quadrica 
gobba perchè una retta fuori di essa non ia può 
segare che in due punti al pifi; perchè se la 
taglia in tre punti è contenuta per intero nella 
superficie. Sostanzialmente in poche parole, la 
quadrica gobba non differisce della serie rigata, 
se noi consideriamo tutte le rette ossia tutti gli 
elementi della serie rigata, ma soltanto lasciamo 
sempre i! nome di serie rigata alla forma elemen- 
tare di 2" ordine dello spazio, volendo intendere 
con ciò anche la forma che si ha considerando 
un certo numero anziché tutte le rette della 
forma. 

7. Una quadrica gobba contiene adunque 
una serie rigata e quella delle sue direttrici le 
quali due serie rigate formano i due sistemi di 
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generatrici della quadriea. Così in una guadricu 
gobba due generatrici di uno stesso sistema non 
si tagliano (perchè non sono altro che due ge- 
neratrici di una stessa serie rigata); invece due 
generatrici di sistemi differenti si tagliano (per- 
chè una è generatrice l'altra è direttrice di una 
serie rigata). 

8. Le generazioni della quadriea gobba sono 
quelle della serio rigata cioè una quadriea gobba 
può essere prodotta da due fasci projettivi di- 
piani; da due punteggiate projettive od anche 
come luogo delle rette ohe si appoggiano a tre 
rette fisso ohe a due a due non si tagliano. 

Dalla prima generazione risulta subito; 

Un piano qualunque dello sposto non appar- 
tenente ai due fasci generatori delta quadriea 
taglia la quadriea in una conica o in caso par- 
ticolare nel sistema di due rette cosi in due 
generatrici di sistemi differenti. 

Ed infatti il piano in discorso taglierà i due 
fasci projettivi in due fasci in generale progettivi 
di raggi che quindi produrranno una conica che 
è chiaramente la sezione del piano colla quadriea. 
Niil solo caso particolare che il piano passi per 
una generatrice della quadriea cioè per la inter- 
sezione di una coppia di piani corrispondenti dt'i 
due fasci projettivi di piani generatori della qua- 
driea, allora i due fasci projettivi di raggi in 
cui il piano sega i due fasci projettivi di piani, 
sono prospettivi e il piano segante taglia la qua- 
driea secondo la generatrice per cui passa, che 
è il raggio unito dei due fasci projettivi, e la 
retta luogo dei punti ove m taghauo le coppie 
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di raggi corrispondenti dei due fasci prospettivi 
di raggi. Anche poi ciascun piano dell'uno e 
dell'altro fascio generatori della quadrica tàglia 
chiaramente la quadrica nel sistema di due ge- 
neratrici. 

Quindi: 

Un piano qualunque taglia una quadrica 
gobba o secondo una conica o nel sistema di 
due rette che sono due generatrici di sistemi 
differenti della quadrica. 

9. Ha luogo chiaramente il teorema corre- 
lativo: 

Projetlando da wn punto qualunque le gene- 
ratrici deWuno o dell'altro sistema di una qua- 
drica si ottengono i piani tangenti di un cono 
quadrico che ha il vertice nel punto preso se il 
punto è fuori della quadrica; oppure si otten- 
gono due fasci di piani aventi per assi le due 
generatrici (di sistemi differenti) passanti per 
quel punto se il punto è sulla quadrica. 

Diremo piano tangente ad una quadrica gobba 
ogni piano ehe progettando una generatrice del- 
l'uà sistema ne contiene una determinata dell'al- 
tro sistema. 

Il punto comune alle due generatrici sarà il 
punto di contatto del piano tangente che le con- 
tiene. Ogni punto della quadrica è dunque punto 
di contatto di un. determinato piano tangente in 
quel punto a!ia quadrica. 

Se per il punto M di contatto di un piano 
tangente \i. ad una quadrica immaginiamo un altro 
piano V segante la quadrica in una conica 6V^', 
dico che iiv sarà ia tangente in M alla conica Cv'". 
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Infatti iuitnagiaiarao la quitdrica prodotta da dus 
fasoi proiettivi di piani, e l'asse di uuo dui fasci 
pur M, sia cosi una dello generatrici della qua- 
driea passanti per M. Allora se iV è il punto ove 
l'altro asse sega Cv'", risulta eho nei dae fasci 
proiettivi generatori della conica Cv'^' aventi i 
centri in M, N alla retta MN del fascio dì centro 
JV corrisponde la tangente h^v, perchè tali rette 
sono lo sezioni del piano v con due piani cor- 
rispondenti noi due fasci di piani generatori 
(Iella quadrica dunque è vero che i^-v è tangente 
in M a Cv'" e. d. d. Dunque il piano tangente in 
un punto #ad una quadrica contiene appunto le 
rette che segano la quadrica in due punti infi- 
nitamente vicini ossia le rette tangenti in M alla 
quadrica. Il plano tangente stesso può essere 
determinato cosi da due di quelle rette oppure 
da una di essa e da uoa sola delle generatrici 
della quadrica passanti pel punto M nel quale si 
vuole determinare il piano tangente. 

Per il teorema dimostrato nel numero prece- 
dente risulta subito: 

J piani tangenti ad una quadrica nei punii 
di una stessa generatrice formano un fascio 
projettivo alla punteggiata dei loro punti di 
contatto, corrispondendo ad ogni piano del fa- 
scio il relativo punto di contatto. 
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g 10. Forme fondamentali di 2" specie reciproche. 
Costruzioni e teoremi relativi alle forme fonda? 
mentali di 2' specie projettive e reciproche. 

1. Duo forme fondamentali di 2' specie si 
diranno reciproelie o riferite fra loro reciproca- 
mente quando si deducano l'una dall'allra, ele- 
mento per elemento, con un sistema potare ri- 
spetto ad una conica o ad un cono di 2° grado ; 
ed un numero finito di operazioni, cioè di pro- 
jezioni e sezioni. 

Per esempio, se trasformiamo un sistema piano 
2 in un sistema piano ^i con un sistema polare ri- 
spetto ad una conica del piano di 2; indi trasfor- 
miamo ^1 nel sistema piano 2' con un numero 
finito di operazioni; allora i sistemi 2 e S' sa- 
ranno reciproci, ossia riforiti fra loro recipro- 
camente; e nelle forme reciproche si diranno 
corrispondenti gli elementi che si determinano 
reciprocamente eolle operazioni e col sistema po- 
lare che servono a passare dall' una al!' altra 
forma. 

In duo forme reciproche risulta chiaramente 
che: 

Ad una forma fondamentale dì i' specie cor- 
risponde una forma fondamentale di i' specie 
proiettiva alla prima. 

Così nei due sistemi piani reciproci ora consi- 
derati corrisponde ad un punto M dell' un sistema 
X una retta m^ dell'altro sistema V; per modo 
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che se M percorre una retta m di S la retta m, 
ruota iotoriio al punto M^ di S' corrispondente 
alla retta m di S; e la punteggiata descritta da 
M è projettiva al fascio descritto da «ii. É ciliare 
poi che due sistemi piani reciproci sono perciò 
legati dalla stessa legge eiie due sistemi correla- 
tivi; cioè ad un punto dell'uno corrisponde una 
retta doll'allro, sicché ad un punto e ad una 
retta dell'un sistema che fra loro si opparLenffono 
corrisponde nell'altro una retta ed un punto che 
pure si appartengono. Iq generale ò a ritenersi 
che: 

In due forme reciproche, a due elementi del- 
l'ima forma che fra loro si appartengono cor- 
rispondono due elementi dell'altra che fra loro 



2. Per vedere quante coppie di elementi cor- 
rispondenti sono suffieionti a determinare la cor- 
rispondenza JQ due forme reciproche, basta di- 
mostrare che: 

Bue forme fondamentali di B' specie, ciascuna 
composta di 4 elementi della stessa natura, tre 
qualunque dei quali non appartenenti ad una 
stessa forma fondamentale di !'■ specie, sono o 
RECIPROCHE projbttive; in modo che agli ele- 
menti dell'ima corrispondono rispeitivamente a 
piacere quelli dell'altra. 

Basterà chiaramente dimostrare che la pro- 
prietà è vera quando le due forme siano due 
quadrangoli o due quadrilateri; oppure un qua- 
drangolo ed un quadrilatero. 

In altri termini bisogna dimostrare che: 

J)ue quadrangoli o due quadrilateri sono pko- 
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jKTTivi; ed un quadrangolo e un quadrilatero 
sono BECiPRoci, Jiesando a nostro piacere gli ele- 
menti che si debbono eorrispondere, cioè che si 
debbono dedurre gli uni dagli altri colle debite 
costrizioni. 

Siano A, B, C, D ì vertici deli' un quadrangolo 
(0; e A', B\ 6", D' i vertici ohe debbono rispet- 
tivitmonte essere corrispondenti dell'altro qua- 
drangolo {Q'): giacciano dapprima (0) e iQ') 
nei piani dìfforouti ir o ti' rispettivamente. Es- 
sendo; 

E=AB.CD, E' = A'B'.C'D' 
sulla retta E E' assumiamo un punlo 0, e da 
sopra un piano ^i passante per E' projettiarno il 
quadrangolo (Q); otterremo un nuovo quadran- 
g ilo (Q,) i cui vortici A,, Jì, , 6',, D^ sono Io 
proiezioni rispettivamente dei vertici A, B, C, D 
di W)- 

I lati opposti A, B, , C, A concorreranno in E', 
ed A, A\, B, B' si taglieranno certamente in un 
punto 0|. Sopra un piano condotto per A' B' 
projettiamo da Oi il quadrangolo {Q,): otterremo 
un nuovo quadrangolo (0,) di cui i vertici sono 
A', B', C,,Bi proiezioni rispettivamente di A, , B, , 
C,, D,. Quindi C C^, D' D^ sono in uno stesso 
piano; perchè CD' G^D^ si tagliano in E'. Se sia 
(Ì., = C' C^.D' Di, dal contro Oj sul piano ti' di 
ÌQ') projettando il quadrangolo [Q,) si ottiene 
chiaramente (i^'), essendo A', B', C, 1)' rispettiva- 
mente lo projezioni di A\ B', fì,, B^- Ciò dimostra 
quindi che con un numero finito di operazioni 
siamo passati, nel modo voluto, dal quadrangolo 
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(Q) a ìQ'). So i due quadrangoli (Q) e (Q'} gìa- 
ei^ssero nello stesso piano, basterebbe projettare 
uno di essi da im centro fuori del suo piano, 
che saremmo chiaramente condotti al caso di 
prima. 

Del resto, essendo i due quadrangoli (Q), (Q') 
nello stesso piano si può direttamente dimostrare 
che si può passare dall'uno all'altro con un nu- 
mero finito di omologie, eppcrò anche con un 
numero fluito di operazioni. Infatti sia in tat caso 

S = AB.A' B', 
ed 

= AA' .BB'. 

Col centro 0, colla coppia jì, A' di punti corri- 
spondenti, 6 con un asse s di omologia passante 
per S, costruendo la figura omologica di (Q), pas- 
seremo ad un quadrangolo (50 i cui vertici sono 
A', B', G,, D,. Con un centro 0, su GC,, colla 
coppia C, Ci di punti corrispondenti, e coU'asse 
A' W di omologia costruendo la figura omologica 
di {Q,) otterremo un nuovo quadrangolo {Q^) i 
cui vertici sono A!, B', C, D^. Sia 

e col eentro A', eoll'asse B' C e colla coppia 
I)i, Di di punti corrispondenti costruiamo la fi- 
gura omologica di (Qi)\ otterremo un nuovo qua- 
drangolo (ft) i cui vertici sono A', B', C, D,. 

Finalmente col centro B' di omologia, coU'asse 
A' G e colla eoppia dì punti corrispondenti 1)^, D' 
costruendo la figura omologica dì (^J si ottiene 
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ìQ'); e nel modo voluto siamo passati con un 
numero fluito di omologie da (Q) a {Q"). Ora dai 
caso di due quadrangoli in un piano possiamo 
poi passare al caso dei due quadrangoli in piani 
diEEerenti; perchè basterà per ciò progettare uno 
di essi e tagliare col piano dell'altro. 

Dimostrato il teorema per due quadrangoli, 6 
dimostrato subito per i due quadrilateri. Infatti 
se a, è, e, d sono i lati dell' un quadrilatero (q) 
che debbono ordinatamente corrispondere ai lati 
a\ b', e', d' dell'altro quadrilatero (§'), basterà 
passare con proiezioni e sezioni dal quadrangolo 
(Q) i cui vertici sono ab, b e, ed, da at qua- 
drangolo {Q') i cui vertici sono a'b', b'e', c'd', 
d' a', in modo da passare con quelle operazioni 
ordinatamente dai vertici, presi nell'ordine scritto, 
dal primo quadrangolo, ai vertici, presi nell'or- 
dine scritto, del 2*, che saremo allora passati 
chiaramente nel modo voluto dall'un quadrila- 
tero (?) all'altro quadrilatero {q') con un numero 
Anito di operazioni. 

Finalmente se siano a, b, e, d \ lati del qua- 
drilatero {q) che debbono ordinatamente corri- 
spondere ai vertici A\ B', C, D' del quadrangolo 
ìQ') che deve dimostrarsi reciproco a (ci), tras- 
formiamo (g) nel quadrangolo {Qi) i cui vertici 
Al, B,, C, Di siano rispettivamente i poli dei 
lati a, 6, e, d in un sistema polare individuato 
da una conica presa nel piano di (q). Ottenuto 
così (Q,) passiamo da (Q^) a (Q'} con un numero 
fluito di operazioni in modo da essere corrispon- 
denti le coppie di vertici Ai, A'; B,, B'; C, , C; 
A, D'; saremo cfaiaramonte passati da {q) a {Q), 
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nel modo voluto, con un sistema polare rispetto 
ad una conica ed un numero Anito di operai 
zioni. Siccome poi dall'una forma dì 2,' specie si 
passa con una operazione all'altra, cosi è chiaro 
che noi possiamo ritenere dimostrato il teorema 
enunciato per due forme fondamentali di 2' specie 
(juali si vogliano, ciascuna composta di 4 ele- 
menti della stessa natura. Anzi dalla dimostra- 
zione del teorema viene chiaro che il passaggio 
dall'una all'altra forma si può fare variando al- 
l'infinito il sistema di operazioni ed il sistema 
polare. 

3. Possiamo ora stabilire il teorema che dà 
il numero delle coppie di elementi corrispon- 
denti sulTicienti per lissare la corrispondenza in 
due forme projettive e reciproche di ^.' specie. 
Dimostriamo cioè: 

La corrispondenza in due forme projettive o 
reciproche è determinala quando siano date 
quattro coppie di elementi corrispondenti; es- 
sendo i quattro elementi della medesima natura 
in ciascuna forma, e tali che a tre a tre non 
appartengano ad una stessa forma fondamen- 
tale di 1' specie. 

In altri termini: 

Date le 4 coppie nominate di elementi corri- 
spondenti, qualunque sia il sistema delle opera- 
aioni e il sistema polare che servono per passare 
dai 4 elementi dell'una forma ai corrispondenti 
dell'altra, si passerà da un quinto elemento del- 
l'-una ad un medesimo elemento dell'altra. 

Al solito noi dimostreremo il teorema per due 
sistemi piani projettivi o reciproci; sarà facile 
estendere la dimostrazione alle altro forme. 
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Siano dunque i e i' due sistemi piani projet- 
tivi, e siano A, B, C, D \ vertici di un quadran- 
golo {Q) del sistema i:, ed A', B', C, D' i vertici 
corrispondenti del quadrangolo {Q') di ^'. Allora 
se M, M sono duo altri punti corrispondenti 
quali si vogliano, saranno proiettive le coppie di 
l'asci ; 

A(BCDM], A' {W a D' M'); 

BiACDM), B'{A'C'D' M'y, 

C(ABDM), C (A' B' D' M'); 

D(ABCM), D' (A' B' C M'). 

Potremo ora costruire i raggi A'M.',B'M' che 
corrispondono ai raggi A M, BM rispettivamente, 
indipendentemente dalle operazioni che servono 
a passare dal quadrangolo ((?) a (Q'). Avremo 
quindi cosi eostruito il punto M', corrispondente 
di M, come intersezione dei raggi A' M', B' M'\ 
opperò qualunque sia il sistema delle operazioni 
che serve a passare da {Q) a {Q'), M' è determi- 
nato indipendentemente dalie operazioni stesse, 
dato che sia M. 

Allo stesso modo sì dimostrerebbe che la cor- 
rispondenza dei due sistemi piani projettivi è 
fissata quando siano dati due quadrilateri corri- 
spondenti. 

Siano ora S e ^, due sistemi piani reciproci, 
e siano A, B, G, D quattro punti di 2 vertici di 
un quadrangolo (Q); e a,, Sj, Cj, d, le rette cor- 
rispondenti di 2i , lati del quadrilatero ($i) cor- 
rispondente di {Q). 

Se jtf è un punto qualunque dì i ed m, la sua 
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retta corrispondente in 2; saranno projettiv 
coppie di forme: 

A(BCJ)M), a,(&.c,rf,m,) 

B{ACnM), b,Ìa,e,d,m') 

C(ABJ}M), e,(a,b,d,m,) 

D{ABCM), d,{a,b,c,m,). 

Quindi per ogni punte M di 2 possiamo co- 
struire la sua ratta corrispondente m, , come 
quella, per es., che eongiunge i punti a^ m, , &i m, , 
che corrispondono ai raggi AM, BM; punti 
che sappiamo costruire indipendentemente quindi 
dalle operazioni e dal sistema polare che ser- 
vono a passare da {Q) a (^i) noi possiamo co- 
str,uire la retta ot, che corrisponde al punto M; 
dunque qualunque siano quelle operazioni e quel 
sistema polare passeremo sempre da Jf ad m,. 

Possiamo quindi ritenere dimostrato il teorema 
per qualunque coppia di forme fondamentali di 
t' specie projettive o reciproche. 

4. Ha luogo il seguente teorema: 
a) Due sistemi piani 2 e S' sono projettim 
quando a ciascun punto P di i corrisponde un 
giunto F di '^'; e czascima retta g di 2 passante 
•per P, una retta g' di 2' passante per P. 

Infatti, per l'ipotesi fatta, se il punto P per- 
corre la retta g, il punlo P' percorre la retta 
corrispondente g'; le due punteggiate cosi de- 
scritte si corrispondono punto per punto in modo 
che ad una forma armonica deìruna corrispondo 
una forma armonica dell'altra; cioè le due pun- 
teggiate sono projottive. 
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Similmente se una retta di 2 descrive un fascio 
di eentro S, la retta (lorrispondente descrive in 
2' un fascio projettivo al primo e avente il centro 
nel punto S' corrispondente di S. Seguo da ciò 
che se A, B, C, D sono i vertici di un quadran- 
golo <0) di S, e A', B', C, Jy i vertici corrispon- 
denti del quadrangolo (Q') corrispondente in 2', 
e se JH" ed M' sono altri due punti corrispon- 
denti quali si vogliano, saranno proiettive le 
coppie di formo : 

AiBCBM), A' {B' C B' M'Y 
B {A CD 31), B'{A'C'D'M'y. 
C{ABBM), C (A' B' B' M'y 
B(ABCM), D'iA'B'C'M') 
e passando con un sistema di operazioni dal qua- 
drangolo (Q) a {Q') passeremo certamente con 
esse da M ad M'; cioè chiaramente 2 e ^' si ot- 
tengono uno dall'altro con un numero finito di 
operazioni; epperò sono, colla nostra definizione, 
projettivi- 

In modo del tutto analogo sì ottengono i teo- 
remi : 

b) Due sistemi piani 2 e 2, sono reciproci 
quando ad un punto P di 2 corrisponde una 
retta pi di 2,, e ad una retta g di 2: passante 
per P un punto Gì di 2i situato in pi . 

e) Un sistema piano 2 ed una stella {Si) sono 
projettim quando a ciascun punto P di' 2 cor- 
risponde un raggio pi di (S,),. e ad una retta 
g di 'S. passante per P co'rrisponde in {S,) un 
piano 11 passante pet p^ . 
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d) Un sistema piano ^ ed una sitila (S,) 
sono reciproci quando a ciascun punto P ài S 
corrisponde in (SJ un piano nj, ed a ciascuna 
retta g di 2 passante per P, una retta g, di (S,) 
giacente nel piano tt, . 

e) Bue stelle (S) ed (S,) sono projeUive 
quando ad un raggio p di (S) corrisponde un 
raggio pi di (S,), e ad un piano tt di {S) pas- 
sante per p corrisponde in {S,) un piano w, pas- 
sante per Pi , 

f) Due stelle (S) ed (S,) sono reciproche 
quando ad un raggio p di {S) corrisponde un 
piano fi d*' iS,). e ad un piano 2 di (S) pas- 
sante per p corrisponde in (Si) un raggio p, si- 
tuato in Yi- 

Le proprÌBtà contenute negli enunciati teore- 
mi a), b), e), d), e), /) si possono dunque pren- 
dere per definizioni di due forme projettive e 
reciproche; percliè quando le forme sono projet- 
tive con tali definizioni si possono ottenere l'una 
dall'altra con un numero finito di opejazioni; e 
quando le forme,' con tali definizioni, sono reci- 
proche sì possono ottenere l'una dall'altra con 
operazioni e con un sistemapolare rispetto ad 
una conica o ad un cono di 2" grado. 

5. Iti particolare: sono reciprpehe Cestelle 
(S) ed (S,) quando ad un raggio g dell'ima 
stella (S) si faccia corrispondere nell'altra {S,) 
il piano Ti perpendicolare a g. 

Poiché due stelle così riferite fra loro godono 
chiaramente della proprietà contenuta nell'enun- 
ciato del teorema /). ^n generalo, in due forme 
fondamentali di 2" specie projettive o reciproche 
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a due forme fondamentali di 1* specie projettive 
contenute nell'una forma corrispondono ohiara- 
mentt^ nell'altra due forme projettive, onde ri- 
sulta: 

In due forme fondamentali di 2' specie pro- 
iettive reciproche, ùd una forma elementare 
dell'una corrisponde una forma elementare dello 
stesso ordine nell'altra, projettma alla prima. 

Ad una forma prodotta da due forme elemen- 
tari projettive contenute in una delle forme fon- 
damentali, corrisponde nell'alba una forma 
prodotta dalle corrispondenti fonne elementari, 
pure fra loro projettive. 

Così in due sistemi piani projettivi 2 e S' ad 
una conica per punti o per tangenti apparte- 
nente a ^ corrisponde in S' una conica por punti 
per tangenti. In due sistemi piani 2 e 2, re- 
ciproci, ad una conica per punti o per tangenti 
appartenente a 2 corrisponde in 2, una conica 
rispettivamente per tangenti o per punti. 

Finalmente è beno notare che: 

Due forme reciproche ed una tersa sono pro- 
jettive fra loro ; e due forme che siano l' una 
projettiva, l'altra reciproca ed una iersa sono 
fra loro reciproche. 

Ciò è chiaro perchè tali forme godono le pro- 
prietà contenute nei teoremi che servono a sta- 
bilire la pro.jettività o la reciprocità delle forme 
stesse. 
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\ 20. Elementi uniti nelle forme fondamentali di 
t specie proiettive e sovrapposte. Forme pro- 
iettive in involuzione. 



1. Avremo particolare riguardo ai sistemi 
piani progettivi sovrapposti, potendosi facilmente 
colla projezione estendere le cose dette alle stello 
proiettive sovrapposte. 

Per due sistemi piani 2 e 2' progettivi e so- 
vrapposti hanno luogo intanto i seguenti teo- 



Se due, siatemi piani 
sono projettivi sovrap- 
posti, ed hanno tre 
punti uniti in linea 
retta, essi saranno o- 
mologici. 



Se due sistemi piani 
sono projettivi sovrap- 
posti, ed hanno tre ret- 
te unite concorrenti in 
un punto, essi sistemi 
saranno omologici. 



Infatti (a sinistra) se E, F, G sono i tre punti 
uniti, alla punteggiata u — EFG di 2 corrispon- 
derà in 2' una punteggiata projettiva e sovrap- 
posta alla prima; e nelle due punteggiate projet- 
tive sono uniti i tre punti E, F, G; dunque ogni 
punto della retta m è un punto unito. 

Segue da ciò cho so assaraiarao tre rette a, 
5, e di 2, e le tre corrispondenti a', 6', e' di 2', 
i due trilateri a, b, e; a', b', e' sono omologici, 
essendo w l'asse di omologia, ed il centro di 
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omologia essendo il punto ove si segano lo tre 
rette ab . a' b', be .b'e', e a .e' a'. 

he stesso tre rette sono chiaramente tre rette 
unite noi due sistemi piani projettivi; ed è per 
conseguenza un punto unito. Segue da ciò che 
ad un punto jW di 2 corrisponde un punto M' 
di ^' per modo che M ed M' sono allineati con 
0; in altri termini i due sistemi piaui :s e Si' 
sono omologici, essendo il centro ed u l'asse 
di omologia. Seguendo il principio di dualità nel 
piano si dimostra subito il teorema a destra. 

2. Due sistemi piani projettivi sovrapposti 
non omologici non possono dunque avere tre 
punti uniti in linea retta, o tre rette unite pas- 
santi per un punto. 

Non possono poi avere 4 punti uniti tre qua- 
lunque dei quali non siano in linea retta; e 4 
rette unite tre qualunque delle quali non passino 
per uno stesso punto; poiché se ciò accade i due 
sistemi piani sono congruenti; cioè ogni punto 
od ogni retta del piano ò un elemento unito. Ed 
invero se, per esempio, A, B, C, D sono i 4 punti 
uniti in discorso, ed M, M' una coppia di punti 
corrispondenti, dovranno essere projcttivo lo cop- 
pie di fasci 

A{BCDM), A{BCDM% 

B{AGDM), B{ACI)M'), 

opperò il raggio AM.'' deve coincidere con AM, 

e BM' con BM; onde anche M, M' coincidono, 

0. d. d. 

Correlativamente si proverebbe la coincidenza 
dei d(io sistemi se avessero le 4 rette unite so- 
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pra nominate, formanti cioè i lati di un quadri- 
latero. 

3. Due sistemi piani pro,iettivi sovrapposti 
quali si vogliano possono quindi avere al più tre 
punti uniti non in linoa retta, e tre rette unite 
non passanti per uno stesso punto. Se hanno tre 
punti uniti, le rette unite sono le congiungenti 
dei punti uniti a due a due; se hanno tre retto 
unite i punti uniti sono le intersezioni delle tre 
rette unite a due a due. 

Dato il triangolo degli elementi uniti, ed una 
coppia qualunque di punti o di rette corrispon- 
denti, è determioata la corrispondenza dei due 
sistemi piani projettivi, i quali sì possono co- 
struire, costruendo due coppie di forme fonda- 
mentali di 1" specie proiettive. Così se fi, F, G 
sono, ad esempio, i punti uniti, ed A, A' la cop- 
pia data dì punti corrispondenti distinti, avremo 
il corrispondente del punto M appartenente al 
sistema 2, a cui appartiene A, cosiruendo i raggi 
dei fasci 

E(FGA'), F{EGA'), 

che corrispondono ai raggi EM, FU nei due 
fasci 

E{FGA), F{EGA) 
che devono essere rispettivamente, nel modo 
iudieato, projettivi ai primi. 

Si possono anche costruire i due sistemi con 
successive omologie. A tale scopo uniamo, per 
esempio, E con AG, con A', e sia: 

A,=AE.GA', 
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Passeremo chiaramente da E, G, F, A ad E, G, F, A' 
rispottivamente coli' omologia di centro E, di 
asse FG, e della quale A, A, formano una cop- 
pia di punti corrispondenti; e coli' omologia dì 
centro G, dì asse E F, e noìla quale A,, A' sono 
elementi corrispondenti; epperò con tali due 
omologie successive passeremo da un punto qua- 
lunque M del sistema S a cui appartiene A, 
al suo corrispondente W di 2', a cui appartie- 
ne A'. 

4. Per due sistemi piani projetlivi sovrap- 
posti ha luogo il seguente teorema: 

Se due sistemi piani progettivi 52, 2' sovrap- 
posti sono in corrispondenza involutoria, vale 
a dire ad im elemento del loro piano tt vi cor- 
risponde uno stesso elemento, sia che l'elemento 
assunto si consideri di S o di ^', i due sistemi 
piani sono essenzialmente omologiei. 

Infatti siano A, A'; B, B' due coppie di punti 
corrispondenti, non io linea retta, nei due dati 
sistemi proiettivi ^ e S'. Ai punti A A', di X cor- 
risponderanno per ipotesi in "S.' i punti A' A\ e 
così ai punti B, B' di 2 corrisponderaniio in ^' 
i punti B', B rispettivamente; onde saranno unite 
lo rette A A', BE'. Sia: 

C = AA:.BB'; 

sarà allora C un punto unito, e se sia 

L = Ai)'. A' B (fig.SS), S=AB.A'B\ 

la retta JjS taglia rispettivamente A A', B B' nei 
punti M, N coniugati armonici di C rispetto ad 
A, A'; B,B'. Dunque M, C ed iV, C sono le coppie 
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degli eJementi doppi dell'involuzione di punti 
determinata dalle coppie di punti eoirispondentì 




di s: e S' sulle rette unite AA\ BB'. Dunque la 
retta MN—SL = s è una retta unita perchè con- 
giungento i punti uniti M ed N. 
Ora il punto S, come punto di 'M N, avrà il suo 
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coiTispondente su M N, e come punto A\ AB avrà 
il suo comspondeote in A' B', onde S sarà an- 
ch'esso un punto unito; epperò 2 e 2' avendo 
i tre punti uniti S, M, N in linea retta, sono 
omologici; C è il centro ed MN — s è l'asse di 
omologia. Le duo rette limiti dell'omologia coin- 
cidono chiaramente in una sola retta equidistante 
dal centro e dall'asse, come retta che deve con- 
tenere i punti centra!! di tutte le involuzioni, 
che le coppie di punti corrispondenti costiluì- 



per C. 

:& dieesi armonica. Essa 
dall'asse, che dove 
mente non t 



scono sulle rette 

L'omologia ora ottenni 
è determinata dal centro 
essere una retta essenzia] 
centro. Riteniamo dunque; 

Nellf omologia armonica una coppia di ele- 
menti corrispondenti è divisa armonicamente dal 
centro e dall'asse. 

La dimostrazione del teorema ora dato ei fa 
concludere ancora: 

Due sistemi piani projetUvi sovrapposti sono 
in corrispondenza involutoria, quando lo siano 
due coppie di punti non in linea retta, o due 
coppie di rette non passanti per lo stesso punto. 

E quindi; 

Un'omologia armonica è determinata da due 
coppie di punti corrispondenti non m linea retta, 
da due coppie di rette corrispondenti non pas- 
santi per un punto. 

Poiché, per le costruzioni dato nella dimostra- 
zione del teorema precedente, è chiaro che in 
ogni caso sono determinati il centro e l'asse. 

Quando si abbiano due sistemi progettivi in 
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corrispondenza iovolutoria, i due siatemi si di- 
cono anche in involuzione; e si dice che i loro 
elementi si corrispondono in doppio modo o con 
permutabilità; come per l'involuzione delle forme 
elementari. 

5. Immaginiamo di avere un'omologia qual- 
siasi, di cui sia il centro, s l'asse, ed M, M'\ 
m, m' una coppia qualunque di punti e di rette 
corrispondenti. So poniamo 

OM.s^M,, mtì.O^m,, 

è aubito visto che il rapporto anarmonieo 

(OM, MM') 

ha un valor costante 4 qualunque sia la coppia 
di punti corrispondenti M, M'; e lo stesso valore 
i è quello del rapporto anarmonieo (sm, mm'] 
qualunque sia la coppia m, m' di rette corrispon- 
denti; si ha cioè: 

(0 M, M M') = {sm,m m') = 4. 

11 numero i dicesi la caratteristica dell'omo- 
logia. Chiaramente poi se à = — .1, la omologia 
è armonica. 

Abbiamo, eolle cose esposte in questo para- 
grafo, posti i due principi delle corrispondenze 
projettive e delle corrispondenze reciproche, por 
le forme fondamentali di 2' specie. Abbiamo, in 
altri termini, posti i principi di trasformazioni 
lineari delle figure del Piano e della Stella con- 
tenuti neW Omografia o Projellività; e nella Re- 
ciprocità delle forme fondamentali di 2» specie, 
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come appunto si eravamo proposto io questi ele- 
menti. Nel manuale relativo alla Geometria de- 
scriltiva daremo gli stessi princfpì per la Forma 
fondamentale di S' specie ossia per lo Spazio 
ordinario. Veniamo da ultimo ad alcune Appli- 
cazioni delle coso già esposte. 



§ ^i. Costruzione degli elementi uniti nelle forme 
elementari projettìve sovrapposte. Problemi di 2" 
grado. 

1, Si vogliono anzitutto risolvere 1 seguenti 
problemi: 



Date due serie pro- 
iettive 2 e S' di punti 
sopra un cerchio C", 
costruire, se esistono, 
gli elementi uniti. 



Date due serie pro- 
Jettim \, 2/ di tangenti 
di un cerchio C"', tro- 
varne, se esistono, le 
tangenti unite. 



A tale scopo siano (a sinistra) A, B, C tre ele- 
menti di S; e A', B', 6" i tre corrispondenti in 
:s' (fig. 56). Progettando da A i punti di ^', e da 
A' i puuti di 2, si ottengono i due fasci 
AfA'e'C...), A'iABC...), 
che sono projettivi, anzi prospettivi per essere 
unito il raggio AÀ', 

Le coppie di raggi corrispondenti dei due fa- 
sei si segheranno in punti della retta i che con- 
giunge i punti 

B,^AB'.-A'B, Co = AG'.À'C. 
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Assunte quindi tre coppie A, A'; B, B'; C, 6" di 
punti corrispondenti, sufficienti per determinare 
la corrispondenza projettiva fra gli elementi di 
2 e i', per trovare il punto di S' corrispondente 
del punto D di S, basterà projettare 1) da A', 
con t-iìgCa, indi projettare da j1 il 




punto i.A'I) ottenuto colla sezione, e finalmente 
trovare il 2° punto D' d'intersezione del raggio 
proiettante col cerchio dato C''; sarà quello il 
punto domandato. Segue da ciò chiaramente che 
ì punti comuni alla retta i e al cerchio C sa- 
ranno i punti uniti domandati. Questi punti sa- 
ranno quindi due distinti se la retta t sega il 
cerchio (P'; oppure coincideranno in un sol punto 
se i è tangente a C">; finalmente non esisteranno 
elementi uniti se t non sega G'K Seguendo il 
principio di dualità nel piano si risolve il pro- 
ìllema correlativo a destra, 
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2. Se A, B, C sono 
tre punti di 2 ; é A', B', 
C i loro eorrispondonti 
di S', r 



ù UQ esagono di Pascal, 
elio Ila per reità di Pa- 
scal la retta 



essendo : 

B.^AB'.A'R, 

C,=AC'.A' G. 

Segue da ciò ohe la 
retta t rimane appunto 
la stessa, quando ai 
centri A, A' di proje- 
zione si sostituisca 
B, B', oppure C, C; e 
quindi in generale due 
punti corrispondenti 
quali si vogliano delle 
due serie projettive 2, 
S', quindi: 

Le coppie di rette so- 
me AB', A' B che nelle 
due serie projettive 2, 
2' congiungono due 



Se a, b, e sono tre 
tangenti dell'una serio 
S, di tangenti; e a',b', 
e' lo loro corrispondenti 
dell'altra serie ^\, l'e- 
sagono: 

ab' e a' he' 
è un esagono di Brian- 
chon che ha per punto 
T di Brianchon il punto 



ba^a b'.a' &, 
Co = ac' .a' e. 

Segue da ciò che il 
punto T rimano appun- 
to lo stesso quando allo 
rette a, a' di sezione 
si sostituiscono le rette 
6, b', oppure e, e'; e 
quindi in generale due 
rette (tangenti) corri- 
spondenti quali si vo- 
gliano nelle due serie 
projettive ^, , 2', ; quin- 
di : 

te coppie di punti 
come a b', a' b, che nelle 
due serie projettive 2,, 
S', sono le intersezioni 
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punti nelle ddie serie e 
i loro corrispondenti, 
si tagliano in punii di 
una reità fissa. 

3. Supponiamo ora 
che le due soric ^ e 2' 



di due rette delle éue 
serie e delle loro corri- 
spondenti sono allinea- 
te con un punto fisso. 
Immaginiamo ora che 
le due serie S, , Si', sia- 




siano in Involunione. 
La loro corrispondenza 
sarà determinata da so- 
lo due coppie A,À'; B,B' 
di elementi coniugati, 
e la retta i sarà quella 



no in involuzione. La 
loro corrispondenza sa- 
rà determinata da sole 
due coppie a, a'; b, b' 
dì tangenti coniugate. 
Il punto T sarà l' inter- 
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(fìg. 57) che e 
i punti 
AB'.A'B, AB.A'B\ 

ossia sarà la retta po- 
lare del punto AA'.BB'; 
ed ogni coppia di punti 
coniugati dell' involu- 
zione si costruisce tro- 
vando le coppie di punti 
d'intersezione del cer- 
chio colle retto condotte 
pei punto A A' . B B'. 
Anche qui i punti ove 
la retta t sega il cer- 
chio Cf-^' saranno i punti 
doppi dell'involuzione. 



Il punto AA'.BB', ossia il punto T si dice 
centro dell'involuzione, e la retta ( ossia la retta 
aa' .bb' asse dell'involuzione. 

4. In questo modo possiamo dire di aver 
risoluto in generale il seguente prohlema: 

Date due forme elementari projettive sovrap- 
poste, ma non congruenti, costruirne gli elemen- 
ti uniti. 



ngiunge seziono delle due con- 
giungenti 

•■.A'B', ab'.a'b; ab.a'b' 

ossia Tssik il polo della 
retta aa' .ò b'; ed ogni 
coppia di tangenti eon- 
jugate dell'involuzione 
si otterrà costruendo lo 
coppie di tangenti del 
cerchio condotte 
punti della retta 
bli'. Anche qui le tan- 
genti condotte dal polo 
T saranno le tangenti' 
doppio dell' involuzione. 



Cosi in particolare: 

Si vogliono eostruire 
i raggi uniti di due 
fasci progettivi sovrap- 
posti; essendo 



Si. vogliono costruire 
i punti uniti di due 
punteggiate projettive 
sovrapposte; essendo 

A, A'; B,B'; C,C 
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le tre coppie di raggi 
corrispondenU dati per 
fissare la corrispon- 
denza projeitiva. 

Si conduca per ii een- 
tro S de! fascio un cer- 
chio {dg. 58) a tagliare 
i raggi a, b, e, a', b', e' 
rispettivamente nei 
punti A,B,C, A',B',C'. 
Sì trovi la rotta t con- 
giungente i punti 



AB'.A'B, AC'.A'C 

e si projettino da S le 
intersezioni di essa ret- 
ta col cerchio ; i raggi 
proj ottanti saranno 
chiaramente i raggi u- 
niti richiesti. 



In generale poi è ovvio il concepire come con- 
cependo opportuno operazioni si possano trovare 
gii elementi uniti di due forme elementari pro- 
jottìve sovrapposte quali si vogliano. 

5. Siano R, Q' i punti limiti di duo punteg- 
giate projettive sovrapposte rappresentate quindi 
all'equazione: 

RM.Q'M'^-K... 



le tre coppie di punti 
corrispondenti dati per 
fissare la corrispon- 
denza proiettiva. 

Si conduca, in un 
piano passante per la 
retta u un cerchio tan- 
gente in un punto qua- 
lunque M (fig. 59) alla 
retta; sì costruiscano le 
tangenti a, b, e, a' b' e' 
rispettivamente condot- 
te al cerchio dai punti 
A,B, C, A',B',G; indi 
si trovi il punto S d'in- 
tersezione delle rette 

ab'.a' b; ae'.a' e; 
i punti d'intersezione 
dì u colle tangenti al 
cerchio condotto da S 
sono ì punti uniti do- 
mandati. 
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Se sia fiìg. (30) il punto di mezzo del seg- 
iiiunto R Q'. Prendiamo questo punto come ori- 
nine dei segmenti per determinare gli elementi 
delle due punteggiate sovrapposte. Avremo: 



RM-^RO+OM, Q'M' = Q'0 + OM' 




e l'equazione della projettività diventa: 

OM.OM' + ROiOM'~OM}=K+irO. 

Se vogliamo che al punto iU" corrisponda il punto 
stesso M dovrà essere: 

e quindi per valori dei parametri dei punti uniti, 
avremo : 



~\l K+Ro'. 



Intanto se A' + /iy>0, esisteranno duo cle- 
menti uniti distinti, quindi: 

ASCBIEII. 13 
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I punti unìM di due punteggiate projettive 
sono equidialanli l'uno dall'uno, l'altro dal- 
l'altro dei due punti limiti. 

So poi fosse K + RO = i due punti uniii 
coinciderebbero in un sol punto elio sarebbe il 
punto di mezzo del segmento RQ' determi- 
nato dai punti limiti. 

Supponiamo flnalmenle K + ltO<iO, allora i 
due punti uniti non esistano essendo numeri im- 
maginari i loro parametri dati dall'equazione (3) 
della projettività. 

Perù per definizione diremo che le due pun- 

tegf^iate projottive, nei caso lìi K-t RO<0, han- 
no due elementi uniti immaginari. 

Se 0' ò l'elemento che corrisponde ad 0, savit 
K-=RO.Q'0' e quindi per i parametri dei 
giunti uniti avremo: 

0M=±<^R0.0O'. (I) 

So dunque 0' cado su OE o sul suo prolun- 
gamento, le due punteggiate projettive hanno 
punti uniti immaginari; perchè i segmenti HO, 
0' sono di segno contrario e quindi 

R0.0 0'<0. 
Costruendo, in tal caso, sopra 0' Q' come diti- 
inetro un semicerchio, e conducondo la OS per- 
pendicolare alla retta data RQ' Ano ad incon- 
trare in S il semicerchio; sarà 

1^8 = 0' 0.0 Q\ m 
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ye al solito iQdiehiamo con <so W punto all'in- 
fìnito della retta, saranno direttamente eguali i 
l'asci 

S{ORoo), S{0'oo-Q') 
abbiamo cosi dimostrato il teorema: 

Due punteggiate projeitive ad elementi uniti 
immaginari sono le sezioni di due fasci concen- 
trici direttamente eguali; cioè <U due fasci ge- 
nerati dai lati di un angolo di grandezza co- 
stante che ruota intorno al suo vertice. 

Inoltro il confronto delle (l), (2) ci dice: 
Tutte le coppie di punteggiale projeitive gene- 
rate sopra una retta fissa dalle intersezioni dei 
lati di diversi angoli che si possono formare 
intorno ad uno stesso vertice, hanno gli stessi 
elementi uniti immaginari. 

Avremo così in particolare sopra la retta u 
un'involuzione a punti doppi immaginari che 
sarà quella generata della rotazione dell'angolo 
rotto. 

6. Se in due forme elementari proiettive so- 
vrapposte esiste un elomento unito, no esiste 
adunque in generaio anche un altro distinto da 
esso, poiché se una delle radici dell'equazione 
di 2." grado che dà gli elementi uniti è reale, ò 
reale anche la rimanente. Siano ora date (fig, IJI) 
due punteggiate projettive sovrapposte, Je quali 
abbiano l'elemento unito E. La corrispondenza 
projettiva sarà determinata dalle tre coppie: 

E, E; A, A'; li, B' 
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di elementi corrispondenti. Condotta per E una 
retta ad arbitrio; e assunti su di essa i punti S 
0(! S' , i fasci che projettano da S ed S' le due 
puntegf!;iat6 date: E, A, B...; E, A', B' ... sa- 
ranno prospettivi per essere unito il raggio SS'; 
e quiadi la coppie di raggi omologhi si seghe- 
ranno nei punti della retta che unisce i punti 
SA.S'A':^N\ SB.S-B' = M. 



\/ b/ A\ Ì 



~¥-':' 



'-^T 



/.-"-■ 



Ora questa retla segherà la retta u dello duo 
punteggiate in un punto h^ »;he è l'altro ele- 
mento unito delle due forme proiettive. Cosi in 
lutto le forme elementai-i proiettive sovrapposte, 
dato un elemento unito possiamo in generale ri- 
tenere costruito l'altro. Dalla figura 61 projet- 
tando le punteggiate E, F, A, A' ; E, F, B, B' sulla 
retta SS', dai centri iV ed .^ rispettivamente, si 
ottiene: 

{EFAA') r=(EFBlì'); 
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ed avremo dimostrato per due punteggiate, pro- 
jettive sovrapposte la proprietà che: 

// rapporto cmarmonico dei due elementi uniti 
e di una coppia di elementi corrispondenti ha 
un valore costante. 

7. I problemi la cui soluzione è ricondotta 
alla costruzione degli elementi uniti di due for- 
mo elementari projettive sovrapposte sono dun- 
que quei problemi lo cui soluzioni sono date da 
una equazione algebrica di 2" grado, e cho di- 
consi perciò di È° grado. 

Viceversa poi se un'equazione di 2" grado 



dà eolle sue radici le soluzioni di un problema 
questo è ricondotto alla determinazione degli 
elementi doppi della involuzione data dall'equa- 
zione 

a:x' + ^(x + x') + ò = 

essendo x, x' i parametri di due elementi coniu- 
gati dell'involuzione, 

Nel piano quindi i problemi di 2" grado, rìoò 
i problemi che sono ricondotti alla costruzione 
dogli elementi uniti di due forme sovrapposto 
projettive, sono anche quelli che vengono ad es- 
sere risoluti colla riga e col compasso; cio& dalle 
intersezioni di una retta con un cerchio, o dallo 
tangenti condotte da un punto ad un cerchio. 
Mei piano poi hanno una soluzione unica certa- 
mente quei problemi risolvibili colla sola riga^ 
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poiché la loro soluzione è data dal punto comune 
;i due rette, o dalla retta co agi ungente due 
punti. Tali problemi dipendono appunto dalla 
risoluzione di un'equazione algebrica di 1° grado 
e diconsi perciò problemi di 1" grado. 

Un problema di ì" grado, appunto dipendente 
da un'equazione algebrica di i° grado, è quello 
della costruzione delle forme elementari projet- 
tivo: come pure Io sono quelli che derivano dai 
teoremi dì Pascal e di Brianchon. 

Ritornando ai problemi di S" grado, essi sono 
tutti ricondotti alla ricerca degli elementi uniti, 
quando siano costruite due terne di elementi 
corrispondenti nelle due forme projettive so- 
vrapposte, i cui elementi uniti danno le solu- 
zioni volute. Tal metodo di soluzione dei pro- 
blemi di 2° grado viene detto metodo di falsa 
posizione, perchè la eostruzione delle tre coppie 
di elementi corrispondenti neUe due formo pro- 
jettive sovrapposte i cui elementi uniti risolvono 
il problema, sono come tre tentativi per la so- 
Iwzione del problema stesso. 

Diamo qui le soluzioni di alcuni problemi di 
2' grado coi metodo indicato, rimandando, per 
buona raccolta di esempi, ai già citati libri del 
signor itoye e del signor Cremona. 



8. Trovare i punti 
4i incontro dì una ret- 
ta con una conica data 
per cinque punti. 



Trovare le rette pas- 
santi per un punto dato 
e tangenti ad una co- 
nica data per cinque 
tangenti. 
Se (a sinistra) indichiamo con A, B, C, D, E i 
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cinque punti dati della conica, tagliamo colla 
iTita data p i due fasci di raggi: 

A{BCD), EiBCD), 

ottorronio chiaramente tre coppie di punti che 
determinano nella retta p la corrispondenza in 
(lue punteggiate projetfcive; gli eleraonti uniii 
{che si sanno costruire) danno chiaramente le 
intersezioni richieste. Oorrelativamente, seguendo 
ii principio di dualità, si risolve il problema a 
destra. 
Inscrivere in 



(■ìlio un poligono sem- 
plice, i cui lati passino 
per altrettanti punti 
dati. 



Circoscnvere ad un 
cerchio un moUilatero 
semplice, i cui vertici 
siano sopra altrettante 
rette date. 

Si voglia ad esempio (a sinistra) inscrìvere in 
un cerchio dato (flg. 62) un triangolo, i cui lati 
passino per i punti iS,, Si, & rispettivamente. 
Se Li, Ls, h sono tre punti assunti ad arbitrio 
sul cerchio, projettati da Si sul cerchio stesso 
daranno i punti ii', £a', is'; projettati questi ul- 
timi da Si sul cerchio daranno per projezioni i 
])unti il", ij", L,"; finalmente le projezioni ot- 
tenute projettate sul cerchio da Si daranno i 
punti Li''', V", Lì'"- I punti uniti A ed A' delle 
due punteggiate projottive sul cerchio determi- 
nate dalle tre coppie: 

L,, L,'"; U, U"\ U, ir' 
daranno le due soluzioni del problema. 

Poiché si projetti A da iSi sul cerchio; la pro- 
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jezione B di A si projettì da S^; la proiezione C 
di B si projetti da Ss; io dico che la detta pro- 
jezione Z di C sarà di nuovo A ; onde ABC sarà 




un triangolo richiesto. Infatti avremo chiara- 
mente che la forma L,, L^, L,, A sarà prtìjettiva 
alla forma i/, L/, i,', B; quest'ultima projettiva 
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alla forma ii", L.,". V, C, e finalmente la L,'\ 
is", V, C projettiva alla L,'", i,'", h^", X; 
dunque la i, , L^, L^, A projettiva alla 

£,"', A'", V", X, 
quindi X coincide con A. Allo stesso modo sL 
opera per un poligono di un numero quaJunquo- 
di iati; e seguendo il principio dì dualità si ri- 
solve il problema a deatra. 

Un problema che si risolvo in modo aiialog» 
è il seguente: 

Costruire un poligono semplice inscritto ad 
un dato e cireoscritto ad un altro dato poligono 
semplice. 

È un problema di 2° grado la determinazion» 
delle coppie di elementi coniugati di un'involu- 
zione; come pure lo è quello della determina- 
zione della coppia di elementi che in una forma 
elementare divide armonicamento duo altre cop- 
pie di elementi di essa forma, problema che equi- 
vale alla ricerca della eoppia di elementi eonju- 
gati comuni io due involuzioni appartenenti ait 
una stessa iorma elementare. 

9. Gonsidoriamo il caso ohe le duo involu- 
zioni di punti siano sopra uo cerchio. Siano 
1, A'; B, B' lo due coppie di elementi che de- 
terminano l'una involuzione; e A,, A,'; B,, B,'' 
le duo coppie di elementi eonjugati che deter- 
minano l'altra; e sia: 

ii'.Bir=p, a>a: .B.Br'^y. 

Se le due involuzioni non hanno elementi 
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(loppi, ossia sono negative, allora i punti U & V 
saranno interni a! cerchio C' (f?- ^3) su cui 
sono date le involuzioni; quindi la retta VV 
negherà certamente il cerchio in due punti C, G 
che sono chiaramente i domandati. So poi una 



ilelìe involuzioni, per esempio la prima (fig, 64) 
non ha elementi doppi, cioè è negativa, e l'altra 
Ila elementi doppi (ossia è positiva) allora anche 
in questo caso la retta W segherà certamente 
il cerchio in due punti C, C che sono i ri- 
•ch testi. 
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Supponiaruo Qualmente che entrambe le ìqvo- 
iiinioni siano cou elementi doppi, ossia positive. 
Le due coppie di elementi doppi deiorminano, 
<;oai6 coppie (ii elementi eonjugati, una nuova 
involuzione; gli elementi doppi di tale involu- 




zione danno la coppia degli elementi richiesti. 
Se quindi siiiro E, F; E^, F, io coppie di ele- 
menti doppi delle due involuzioni; e se il punto 
KF.E,Et'=V è interno al ceretiio dato, allora 
jrli elomenti richiesti sono imaginari ((ig. 63). In 
ojrni caso possiamo dire: 

Date due involuzioni aopra una forma ele- 
mentare, esse hanno una eoppia di elementi 
fonjugati comune, ehe sono gli elementi doppi 
(reali o immaginari) di una tersa involuzione 
essenzialmente determinala dalle prime due. 
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10. Risolviamo da ultimo i seguenti problemi 
(li 1° grado: 




Costruire la conica 
circoacntta ad un dato 
triangolo, e rispetto 
alla quale un' involu- 
sione di punti data so- 



Costruireper tangen- 
ti la conica inscritta 
ad un dato triangolo, 
e rispetto alla quale 
una involuzione di 
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pra una retta che non 
passa per aleuno dei 
vertici del triangolo, 
sia formala di coppie 
di poli armonici ri- 
spetto alla conica. 



raggi data in un fa- 
scio, il cui eentro non 

sia sopra aleuno dei 
lati del triangolo, sia 
formata di coppie di 
rette coniugate rispetto 
alla conica. 




Perciò sia (a sinistra) AJÌG il triangolo (flg. 
66), u la retta su cui è data l'involuzione. Po- 
sto A B.u ==]}{, AC.u = N Sì cercano i punti 
M,, Ni chi nell'involuzione data corrispondono 
ni punti # ed JV rispettivamente, e si cercano i 
funti M' ed A' rispettivamente con.iagati armo- 
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nici di M ed N rispetto ad A, B; A, C. La retta 
Mi, M' sarà la polare di M rispetto alla conica 
richiesta; e la retta JV,, iV la polara tli .'V'. Ondo 
posto 



M.M'.MG^M", 



]S\N' .NB = ^", 



i plinti D, E eoDJuj^ati armonici rispottivaraeDti* 
di C e B rispetto ad M, M"; N, iV' sono due 
punti della conica richiesta, la quale è cosi de- 
terminata dai cinque punti A, B, C, D, E. 

Seguendo il principio di dualità possiamo ri- 
tenere risoluto il problema a destra, Chiaramontu 
se l'involuzione sulla retta u è negativa, cioè 
non ha elementi doppi, ossia ha elementi doppi 
immaginari, i problemi precedenti si traducono 
in questi altri: 



Costruire una cornea 
che passi per ire punti 
reali, e per due punti 
imaginari coniugati, 
dati come elementi dop- 
ili di ima involuzione 
negativa di punti sopra 
una data retta. 



Costruire per tangen- 
ti la conica che tocchi 
tre rette reali, e due 
rette immaginarie con- 
jugafe, date come raggi 
doppi di una involu- 
zione negativa di rag- 
gi di un fascio. 
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